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Resumen 
  
Esta tesis consta de dos partes. La primera parte es de carácter exploratorio y en ella aplicamos el 
análisis de redes al estudio de la música clásica occidental. Para ello construimos representaciones 
relacionales de obras y fragmentos musicales que nos permiten identificar estructuras elementales 
como escalas y acordes, la tonalidad de la obra, propiedades de simetría entre intervalos ascendentes y 
descendentes en líneas melódicas y realizar medidas de estructura y de la topología de las redes 
correspondientes. En la segunda parte construimos una cantidad física que da cuenta de propiedades 
psicoacústicas como la consonancia tonal. Encontramos distribuciones de probabilidad de tipo 
exponencial sobre esta cantidad para redes complejas y modelamos el sistema minimizando la entropía 
cruzada bajo ligaduras con sentido musical. Según nuestros resultados, la composición de obras 
musicales es un compromiso estrecho entre el orden, asociado a la manera como el compositor 
refuerza la consonancia en la obra, y el desorden, asociado con la exploración de la disonancia 
necesaria para transmitir una rica cantidad de información al oyente. 
Palabras clave: Consonancia; Psicoacústica; Entropía; Melodía; Armonía; Redes complejas; Física 
estadística. 
  
Abstract 
 
This thesis consists of two parts. The first part is exploratory and in it we apply network analysis to the 
study of Western classical music. For this purpose we construct relational representations of musical 
pieces and fragments that enable us to identify basic structures such as scales and chords, the tonality 
of the work, properties about the symmetry between ascending and descending intervals in melodic 
lines and measurements of structure and topology of the corresponding networks. In the second part 
we construct a physical quantity related to psychoacoustic properties of sound as tonal consonance. 
We find exponential probability distributions of this quantity for complex networks and model the 
system by minimizing the cross entropy under constraints with musical sense. We interpret our results 
as follows: the composition of musical works is a narrow compromise between order, associated with 
the reinforcement of consonance, and disorder, associated with the exploration of dissonance that is 
necessary to convey a rich amount of information to the listener. 
Keywords: Consonance; Psychoacoustics; Entropy; Melody; Harmony; Complex networks; Statistical 
physics. 
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Capítulo 1 
Introducción 
La teoría musical tradicional les permite a compositores, teóricos e intérpretes identificar y 
organizar los elementos estructurales de una obra musical. Esta dinámica hace parte del rigor 
profesional con que se aborda una obra y apoya aspectos de la creatividad asociados al 
entendimiento de las reglas y la utilización de las libertades que los distintos estilos musicales 
permiten. Este trabajo aporta al quehacer de intérpretes, teóricos de la música y compositores 
herramientas de análisis que les permitan obtener, de manera alternativa, algunos de los 
resultados de la teoría musical, así como explorar nuevas propiedades que no pueden ser 
observadas a partir de la teoría musical tradicional.  
El estudio de la consonancia de dos o más sonidos musicales simultáneos, elemento fundamental 
en la música, ha sido ampliamente estudiado y abordado desde diferentes perspectivas [1; 2; 3]. 
Pitágoras en siglo VI a.C. propuso que dos sonidos simultáneos producen una sensación placentera 
si son emitidos por cuerdas de igual tensión y densidad, cuyas longitudes, y por ende sus 
frecuencias fundamentales, están en relación de números enteros pequeños [1; 2]. Existen otras 
formas de abordar el problema de la consonancia, por ejemplo hay autores que consideran que la 
consonancia tonal de dos tonos puros o complejos, la cual depende de las características físicas de 
las ondas de sonido independientemente de la cultura o del contexto [4], más que estar asociada a 
relaciones de frecuencias lo está a la diferencia de las mismas [3]. Desde el punto de vista de la 
teoría musical este problema es fundamental ya que el manejo de la consonancia es importante 
para construir tanto elementos melódicos como armónicos [5; 6].  
Recientemente, parte del análisis en teoría musical se ha orientado a observar a una escala en la 
que ya no se analiza el grado de consonancia de dos, tres, o un conjunto pequeño de sonidos 
musicales separadamente, sino abordando obras completas o conjuntos de éstas con 
herramientas estadísticas y de los sistemas complejos. Un trabajo pionero en esta dirección es el 
de George Kingsley Zipf [7], quien exploró la estadística de los intervalos musicales según su 
longitud en semitonos y encontró que las distribuciones de probabilidad, para la ocurrencia de  
intervalos, siguen leyes de potencia.  
Desde la perspectiva de las redes, los sonidos musicales sucesivos pueden ser representados como 
grafos direccionados (dígrafos). Un ejemplo de lo anterior, en el caso de las redes complejas, es el 
trabajo de Xiao Fan Liu, Chi Tse y Michael Small [8], quienes encuentran distribuciones de 
probabilidad asociadas a las propiedades de conectividad de los nodos para conjuntos de obras de 
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diferentes tipos o estilos de música [9]. Entre los resultados del trabajo de ellos están 
distribuciones de grado asociadas a topologías de redes de escala libre caracterizadas por 
diferentes exponentes de las leyes de potencia, los cuales dependen del conjunto de obras 
analizadas. 
Existen otras formas de abordar el problema sin necesidad de tomar conjuntos de obras. Güngör 
Gündüz y Ufuk Gündüz [10] utilizan el concepto de entropía para analizar la manera como ésta 
cambia a medida que se va construyendo una melodía, es decir cómo cambia el valor de la 
entropía a medida que vamos oyendo una nota musical seguida de otra hasta completar la 
melodía. Ellos encuentran, para algunas canciones tradicionales turcas, que la entropía aumenta 
hasta llegar a un valor límite después del cual ésta ya no varía considerablemente. Dicho valor 
límite resulta ser menor que el valor máximo de la entropía del sistema sin ligaduras.  
Así, resultados recientes de aplicar las redes complejas y la mecánica estadística para analizar 
obras musicales como un todo, muestran la relevancia de utilizar estas perspectivas. 
La identificación de estructuras elementales en la música, así como de las relaciones existentes 
entre ellas, permiten entender la música desde una perspectiva alternativa a la de la teoría 
musical tradicional. En teoría musical la manera de analizar una obra depende de su forma y estilo, 
y generalmente busca identificar la presencia de un conjunto de reglas que caracterizan la obra 
melódica y armónicamente [5; 6; 9; 11; 12]. Sin embargo, una de las características de esta forma 
de análisis es que identifica únicamente elementos bien definidos en la teoría y no tiene 
herramientas para explorar otras estructuras. Esta tesis, en cambio, explorara partituras de música 
clásica para encontrar estructuras o propiedades asociadas a las reglas que caracterizan la obra, 
así como para identificar nuevas estructuras o propiedades y entender las piezas musicales desde 
una perspectiva compleja. Las herramientas conceptuales y analíticas utilizadas aquí son la teoría 
de grafos, la cual ha sido ampliamente aplicada en el análisis de redes, y la mecánica estadística, 
que fundamenta la descripción teórica de las redes complejas [8; 10]. De otra parte, esta 
aproximación establece las bases necesarias para construir una descripción termodinámica de la 
música. 
Inicialmente construimos una representación en términos de nodos y de relaciones entre ellos 
como base del modelo de análisis, la cual se enmarca en el análisis de redes y tiene como fin el de 
explorar las características o propiedades específicas de partituras de música clásica occidental. 
Una vez planteadas las relaciones procedemos a hacer una selección de obras para aplicar el 
modelo de análisis propuesto. Por ejemplo, si se toma una relación que vincula notas sucesivas es 
conveniente escoger obras donde el movimiento de las voces sea claro y no presente 
ambigüedades. Elegidas las partituras procedemos a adquirir los datos, de modo que se pueda 
convertir una partitura de formato físico a una tabla MIDI reducida [8] para graficar y analizar las 
redes correspondientes [13] en términos de algunas de sus propiedades de conectividad, lo que 
nos permite determinar las estructuras elementales asociadas a la melodía y a la armonía. 
Realizamos una aplicación de grafos signados y teoremas de clusterización al análisis de conjuntos 
de alturas (en algunos casos representadas por medio de sus frecuencias fundamentales)  para 
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encontrar escalas y conjuntos de acordes. Una vez terminada esta parte del análisis de redes, 
exploramos la topología de las redes a partir de las distribuciones de grado. Finalmente, 
exploramos en obras y fragmentos de música clásica distribuciones de probabilidad sobre 
cantidades relacionadas con consonancia tonal e interválica musical, de manera tal que se 
pudieran aplicar herramientas de mecánica estadística para modelar el sistema. 
Los resultados de esta tesis están organizados de acuerdo a los cuatro objetivos específicos 
propuestos (Anexos: Sección A.1). 
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Capítulo 2 
Marco teórico 
2.1 Análisis de redes 
Una red puede ser representada como un grafo R constituido por un conjunto de nodos o vértices 
  = {  ,   ,. . .,   }, y un conjunto de parejas ordenadas o vínculos                . Cada 
pareja ordenada             es un vínculo o línea dirigida del nodo vi al nodo vj  [14] . El grafo es 
no dirigido si para cada pareja            también existe la pareja           y         
        , de lo contrario se denomina dirigido. Llamaremos a todos los nodos que estén 
conectados directamente a un nodo   , los vecinos de   . Existen diferentes tipos de redes [8], 
entre las cuales están las de un modo, dos modos, signadas, bipartitas, diádicas, tríadicas, 
egocéntricas, etc. 
 
En este trabajo utilizamos redes de un modo signadas y no signadas. Una red de un modo es la 
que involucra nodos de un solo tipo [14], por ejemplo personas, organizaciones, etc. En cuanto a 
redes signadas, éstas son representadas por grafos en donde los vínculos pueden ser positivos, 
negativos o “nulos” y son útiles para trabajar pares de relaciones donde una es el antónimo de la 
otra (amor-odio, amistad-enemistad, etc.). 
 
Los vínculos entre los nodos pueden pertenecer o ser organizados en términos de relaciones que 
pueden ser representadas matricialmente. Estas matrices pueden ser simétricas o asimétricas 
dependiendo de si el grafo correspondiente es dirigido o no respectivamente. Las entradas de 
estas matrices no son necesariamente 1 ó 0, también pueden ser 1, -1, 0 si el grafo es signado o, 
en general, pueden tomar valores reales si el grafo es valuado. 
 
Antes de hablar de las diferentes medidas de la red es necesario dar algunas definiciones básicas: 
 
- Walks: secuencias de nodos y líneas empezando y terminando en nodos diferentes. 
- Longitud de un walk: Número de líneas que pertenecen al walk, contando solamente una 
vez cada línea. 
- Trails: walks que no repiten líneas. 
- Paths: walks que no repiten nodos (por lo tanto tampoco líneas).   
- Geodésica: path más corto entre dos nodos. 
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- Distancia          entre los nodos    y   : longitud de la geodésica    a   . La longitud 
de    a    es la misma de    a   .  
- Diámetro: geodésica más larga. 
- Grafo completo: grafo que tiene todos los vínculos posibles entre sus nodos. 
- Ciclos: secuencias de nodos y líneas que no repiten líneas ni nodos y que no empiezan ni 
terminan en ningún nodo. 
 
Existen diferentes medidas en la red provenientes de la teoría de grafos [14], tanto individuales 
como colectivas, aquí mencionamos algunas de ellas. 
2.1.1 Medidas de centralidad 
La centralidad es un concepto fundamental en el análisis de redes. Existe un conjunto amplio de 
medidas de centralidad con distintas interpretaciones según la topología del grafo, de las cuales 
presentamos las más comunes [14]. Este concepto ha guiado la aplicación de la física estadística al 
estudio de las redes complejas. 
2.1.1.1 Individuales: 
- Grado nodal      : número de vínculos o de nodos adyacentes a un determinado nodo. Si 
se trata de una red dirigida el grado nodal puede ser “in” (número de vínculos que entran 
al nodo) o “out” (número de vínculos que salen del nodo) 
  
                          
 
   
   
 
(1)  
donde “g” es el número total de nodos de la red. 
 
- Grado nodal normalizado        
 
         
    
 
   
   
   , (2)  
 
donde “g” es el número total de nodos de la red. 
 
- Centralidad de grado       : se trata de una extensión del concepto de grado nodal en la 
cual se utiliza el peso de los vínculos 
 
 
           
 
   
                       
 
(3)  
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- Centralidad de cercanía       : se refiere a la distancia entre un nodo y los demás nodos 
en un grafo. Para nodos que son primeros vecinos 
 
 
       
 
         
 
   
   
(4)  
 
donde          es el número de líneas en la geodésica que une los actores i y j. 
 
- Centralidad de cercanía normalizada   
     : 
 
   
                      (5)  
   
- Centralidad de intermediación       : se trata del número de geodésicas entre cualquier 
par de nodos nj y nk que pasan por un nodo ni, con       distintos entre ellos. 
 
 
        
       
   
 
   
     
(6)  
donde gjk es el número de geodésicas entre el nodo j y el nodo k, y gjk(ni) al número de 
geodésicas entre el nodo j y el nodo k, las cuales pasan por el nodo i. 
 
- Centralidad de intermediación normalizada   
     : 
 
   
      
       
          
     (7)  
2.1.1.1 Grupales: 
- Centralización de grado Cd: 
 
    
               
 
   
          
   (8)  
   
donde       es el grado nodal máximo encontrado en el grafo.   
 
- Variancia asociada a la centralización de grado   
 : 
 
   
  
                
  
   
 
 , (9)  
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donde       hace referencia al grado nodal promedio del grafo.   
 
- Centralización por cercanía Cc: 
 
    
       
    
      
 
   
                 
 , (10) 
 
donde      
  hace referencia a la centralidad de cercanía máxima normalizada  en el 
grafo.   
 
- Variancia asociada a la centralización por cercanía   
 : 
 
   
  
    
            
  
   
 
   (11) 
 donde         
 
        . 
2.1.2 Medidas de cohesión 
La cohesión se refiere tanto a que los nodos individuales vinculen los nodos de su entorno por 
medio de su pertenencia a subgrupos cohesivos, como a propiedades grupales del grafo como un 
todo.  
2.1.2.1  Subgrupos cohesivos 
Como ejemplos de subgrupos cohesivos encontramos el clique: un subgrafo completo maximal de 
3 o más nodos, el n-clique: un subgrafo maximal en el cual la distancia geodésica más larga entre 
cualquier par de nodos no es mayor a n, el n-clan: n-cliqué en el cual la distancia geodésica entre 
todos los nodos en el subgrafo no es mayor que n para  paths dentro del subgrafo,  y el n-club que 
es un subgrafo maximal  de diámetro igual a n. Cabe aclarar que un subgrafo Rs de un grafo R es un 
subconjunto de nodos y vínculos pertenecientes a V y a L. Esto es, Rs  es subgrafo de  R  si y solo sí 
Vs  V y Ls  L.  
2.1.2.2  Coeficiente de agregación 
Es la probabilidad de que dos nodos conectados directamente a un tercer nodo, estén conectados 
entre sí.  
2.1.2.3  Transitividad 
Es una medida de cohesión en dígrafos, se dice que una triada conformada por los nodos   ,   ,    
es transitiva si, existiendo los vínculos   →   y   →  , también se tiene el vínculo   →  . Cabe 
mencionar que un dígrafo (grafo dirigido) se dice transitivo si cada triada que contiene es 
transitiva. 
14 
 
2.1.3 Balance estructural y teoremas de clusterización 
Respecto al balance estructural en grafos signados, estudios cognitivos sobre la percepción han 
llegado a la conclusión que un grafo está balanceado estructuralmente si todos los ciclos, es decir 
paths cerrados, tienen signo positivo [14]. Que un ciclo tenga signo positivo significa que la 
multiplicación algebraica de los signos de las líneas que lo conforman es positiva.   
Ejemplo de grafos balanceados son los siguientes: 
 
 
y de grafos no balanceados los siguientes: 
 
 
Un concepto muy importante en este tipo de grafos es el de “clusterización” [14], el cual nos dice 
que un grafo o un dígrafo (grafo dirigido) signado es clusterabilizable si los nodos pueden 
agruparse en subgrupos con relaciones internas positivas y externas negativas. Sobre esta 
propiedad de los grafos y dígrafos existen varios teoremas, dos de ellos para grafos no dirigidos 
son: 
 
Teorema 1: un grafo signado es clusterabilizable si no tiene ciclos con una línea negativa.  
Teorema 2: para grafos completos signados se cumple que, si el grafo es clusterabilizable, tiene 
una única clusterización.  
Respecto al balance estructural y la clusterabilidad, se puede probar que si un grafo signado es 
balanceado, entonces se puede dividir en dos subgrupos de manera que solo relaciones positivas 
unan los nodos dentro de los subconjuntos y relaciones negativas unan nodos entre diferentes 
subconjuntos  [14].   
2.1.4 Puntos de corte y puentes 
Se dice que un nodo    es un punto de corte si al remover dicho nodo el número de componentes 
del grafo que contiene a     es menor que el número de componentes del subgrafo que resulta 
luego de remover a    del grafo. Por otra parte, se dice que un vínculo         es un puente si al 
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remover dicho vínculo el número de componentes del grafo resultante resulta mayor a cuando no 
se había removido el vínculo. 
2.1.5 Reciprocidad Grupal 
Existen varias formas de medir la reciprocidad grupal. En particular, el método basado en diadas o 
pares de nodos la define como el número de diadas en el digrafo que tienen diadas recíprocas con 
respecto al número de diadas que no las tienen, esto es 
                      
                
               
   (12) 
 
Cabe mencionar que el símbolo   se ha utilizado para denotar la “ó” inclusiva. 
2.2 Física estadística 
Se podría pensar que al aumentar el número de partículas, la complejidad y las propiedades de un 
sistema mecánico deberían crecer de manera inimaginable de forma que el comportamiento de 
un cuerpo macroscópico no presentara ni trazas de regularidad. Sin embargo esto no es así, sino 
que aparecen leyes estadísticas cuyo carácter se pierde al pasar a sistemas mecánicos con un 
número pequeño de grados de libertad, este hecho conduce a que un número de grados de 
libertad cuantitativamente grande conduce a leyes cuantitativamente nuevas [15].  
2.2.1 Conjuntos estadísticos 
Se denomina conjunto estadístico [16] a un conjunto de copias idénticas de un sistema físico tal 
que:  
- A cada copia del sistema físico le corresponde un único estado puro inicial. 
- A cada estado puro, que es elemento del estado mezclado inicial, se le asigna sólo una 
copia en el conjunto estadístico. 
 
Los tres conjuntos estadísticos típicos de la mecánica estadística son el microcanónico, el canónico 
y el gran canónico. La Tabla 1 [16] presenta las características de algunos sistemas físicos en 
equilibrio estadístico y su correspondiente conjunto estadístico asociado. También presenta los 
observables para cada caso. 
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Tabla 1: Sistemas físicos en equilibrio estadístico con sus correspondientes conjuntos estadísticos y observables. 
Para encontrar las distribuciones de probabilidad correspondientes a los diferentes conjuntos 
estadísticos es útil enunciar algunos resultados de la técnica de multiplicadores de Lagrange. 
Vamos a suponer una función      que depende de   variables                    , y de la 
cual se buscan los extremos sujeta a   ligaduras de la forma 
                                                        (13) 
Como existen    variables e   ligaduras, el número de variables independientes es f=    . Para 
resolver este problema se puede demostrar que encontrar los extremos de la función      sujeta 
a las   ligaduras es equivalente a resolver el sistema de   ecuaciones [16] 
 
     
   
       
 
   
      
   
                  (14) 
para   incógnitas formadas por   multiplicadores y       variables independientes. 
Como caso especial, se tiene que si todos los multiplicadores de Lagrange       son 
independientes de las variables  , entonces el problema se resuelve definiendo la función auxiliar 
     como sigue 
              
 
   
      (15) 
y buscando sus extremos: 
         
     
   
    
      
   
 
   
        
 
   
 (16) 
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2.2.1.1 Conjunto microcanónico cuántico 
La distribución de probabilidades               del conjunto microcanónico es aquella que 
maximiza la entropía                sujeta a la condición de normalización, esto es 
                                      
 
   
                
 
   
 (17) 
 
Entonces la función auxiliar               está dada por 
 
                         
 
   
              
 
   
  
                          
 
   
 
 
(18) 
donde se ha tomado el multiplicador de Lagrange asociado a la condición de normalización como 
     . Ahora, tomando la primera variación de la función                llegamos a que 
                      
 
   
       (19) 
de donde se desprende que 
     
  
 
  (20) 
 
A continuación vamos a utilizar la condición de normalización para encontrar    
 
    
    
 
   
     
 
 
 
   
             
 
           
 
 
 (21) 
donde la relación final nos dice que todos los estados cuánticos son igualmente probables. 
2.2.1.2 Conjunto canónico cuántico 
La distribución de probabilidades del conjunto canónico es aquella que maximiza la entropía de 
Gibbs sujeta a la condición de normalización y a que el valor esperado de la energía sea constante, 
esto es 
 
                         
 
   
        
 
   
     
          
 
   
   
(22) 
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Ahora la función auxiliar               es 
 
             
 
           
 
   
 
  
 
        
 
   
 
 
 
 
          
 
   
    
 
(23) 
donde se ha tomado el multiplicador de Lagrange asociado a la condición de normalización como 
   y el del valor esperado de la energía como  . Ahora, tomando la primera variación de la función  
              llegamos a 
 
 
 
               
  
 
  
 
 
    
 
   
        (24) 
 
de donde se desprende que 
     
      
      (25) 
 
con     y    dados por 
       
  
 
         
 
 
 . (26) 
 
A continuación vamos a utilizar la condición de normalización para encontrar   
  
  
      
       
     
 
   
      
  
 
 
    
    
   
 
 
 
  
 
   
 (27) 
 
donde Z es la función de partición canónica. De todo lo anterior llegamos a que 
    
 
 
    
      (28) 
 
2.2.1.3 Conjunto grancanónico cuántico 
La distribución de probabilidad del conjunto grancanónico es aquella que maximiza la entropía 
sujeta a las condiciones de normalización, valor esperado de la energía constante y número 
promedio de partículas constante; esto es [16] 
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(29) 
donde N es el número de especies de partículas y   hace referencia a un multi-índice que toma 
valores posibles: 0,1,2,3,…,  [16] y tiene en cuenta el número de cada especie de partículas    ; 
esto es 
                         
 
   
    (30) 
 
De esta manera un valor     hace referencia a (0,0,….,0);     corresponde a  posibilidades: 
(1,0,….,0), (0,1,….,0),…, (0,0,….,1),      corresponde por ejemplo a: (2,0,….,0), (0,2,….,0),…, 
(1,1,….,0) y así sucesivamente. 
Procediendo de manera similar a los casos anteriores se puede construir la función auxiliar 
                       y calcular su primera variación, obteniéndose [16] 
                                   
 
 
   
     (31) 
 
donde   ,   y   son los multiplicadores de Lagrange asociados a la condición de normalización, el 
valor esperado de la energía y el número promedio de partículas respectivamente. 
De (31) se desprende que 
        
                          (32) 
 
donde       es la probabilidad del conjunto canónico, asociada a un sistema cerrado de   
partículas que se encuentran en un estado mecánico cuántico n. 
En equilibrio termodinámico, el número promedio de partículas de cada especie está determinado 
y podemos asociar un multiplicador de Lagrange a cada especie de partículas que se encuentre en 
el sistema físico 
                         (33) 
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Teniendo en cuenta además la condición de normalización (29) en (32), se llega a que 
         
 
   
      (34) 
 
Con   definida como la función de partición grancanónica y      la función de partición canónica 
correspondiente a un sistema cerrado de   partículas. 
Finalmente, combinando (34) y (32) se llega a que 
       
 
      
              (35) 
 
2.2.2 Física estadística de redes complejas 
Típicamente una red compleja tiene un número de estados accesibles muy grande los cuales son 
representados como grafos, y que permiten encontrar, en un tratamiento mecánico-estadístico, 
las propiedades macroscópicas de dicha red. El interés en estudiar estas redes no se enfoca en el 
análisis particular de cada nodo, sino que busca entender las propiedades de la red como 
conjunto. En esta sección presentamos los aspectos más relevantes de la construcción de 
ensambles estadísticos para estas redes con base en la teoría de grafos.  
2.2.2.1  Ensamble microcanónico de las redes complejas 
Definimos el ensamble microcanónico a partir del conjunto de grafos que tienen propiedades 
topológicas iguales a las de la red real, como pueden ser el número de vértices o nodos, la 
secuencia de grado     dada por la distribución de grado de los nodos, es decir el número de 
nodos  con grado  , o la distribución de coeficientes de cohesión dados por la relación entre los 
vínculos existentes entre los vecinos de un nodo en la red real y el número máximo de vínculos 
posibles, que se puede entender también como la probabilidad de que dos nodos conectados 
directamente a un tercer nodo estén conectados entre sí. Así, un ensamble   de grafos es el 
resultado de asignar un peso estadístico    a cada grafo      , que en el ensamble microcanónico 
es igual para todos los grafos [17]. 
2.2.2.2 Ensamble canónico aplicado a las redes complejas 
En el caso del ensamble canónico, lo definimos sobre el conjunto de grafos de tal manera que los 
valores esperados de los observables coincidan con los medidos en la red real [18]. Los 
observables    de la red pueden ser el grado nodal promedio, la secuencia de grado,  la longitud 
de las geodésicas, el coeficiente de agregación, entre otras propiedades nodales que podemos 
medir en nuestra red [19]. 
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   (36) 
 
Además de la anterior ligadura, es útil mantener la condición de normalización para que tenga 
sentido hablar de probabilidades 
        
 
    
  (37) 
 
Definimos la entropía para nuestro ensamble como  
                   
    
 (38) 
 
donde no aparece la constante de Boltzmann explícitamente ya que para los sistemas complejos 
se toma como    . Ahora nos enfrentamos con un problema similar al del ensamble canónico 
en sistemas físicos, que es el de extremalizar una función S sujeta a un conjunto de ligaduras. Este 
problema se resuelve, como se vio anteriormente, asignando un multiplicador de Lagrange por 
cada ligadura y encontrando los extremos de la función auxiliar.   
Realizando el anterior procedimiento en analogía con lo hecho en el ensamble canónico, se llega a 
que 
      
      
 
                       
    
   (39) 
 
donde     se define como el hamiltoniano del grafo   [18] y   es la función de partición.  
A continuación veremos una aplicación de este ensamble al caso de los grafos exponenciales 
aleatorios. 
Grafos exponenciales  aleatorios 
Supongamos que todos los grafos pertenecientes al ensamble tienen el mismo número de nodos 
(N) y que, además, son no dirigidos con relaciones no signadas ni valuadas, es decir que las 
matrices asociadas a estos grafos sólo tienen entradas con unos y ceros, y que no se permiten 
relaciones reflexivas por lo que la diagonal de la matriz siempre es cero. Bajo las anteriores 
suposiciones, se parte de que conocemos de nuestra red real el número promedio de vínculos     
y que queremos que el valor esperado de dicha cantidad en nuestro ensamble coincida con dicho 
valor. 
Si comparamos la ecuación (39) con la ecuación (28), nos damos cuenta de que     toma la 
siguiente forma: 
              (40) 
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donde el parámetro   corresponde al multiplicador de Lagrange asociado con la ligadura del 
número promedio de vínculos    . 
Calculemos ahora la función de partición Z 
     
                  
      
   (41) 
 
Definimos     , de manera que el número de vínculos de un grafo       se puede expresar como: 
  
 
      
   
             
                                          
                                           
  
 
(42) 
Entonces, reemplazando (42) en (41), se tiene que: 
 
             
   
 
   
         
 
        
         
   
 
 
        
 
 
 
 
, 
(43) 
 
donde en el último paso  
 
 
  =
  
        
  sale de formar el máximo número posible de vínculos de a 
pares con  nodos. 
Ya teniendo la función de partición, es útil calcular la energía libre, esto es: 
            
 
 
             (44) 
 
Ahora calculamos el valor esperado del número de vínculos 
              
   
   (45) 
 
De (39) sabemos que  
      
      
 
   (46) 
 
de manera que reemplazando (40) en (46), y a su vez (46) en (45), se llega a que 
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   (47) 
 
Comparando (47) con (41) nos damos cuenta que 
          
   
   
  
  
  
   (48) 
 
por lo tanto reemplazando (48) en (47) se tiene que 
      
 
 
  
  
  
      
  
 
  
  
  
 
 
 
 
    
   (49) 
 
Introduciendo p como: 
   
 
    
            
 
 
     (50) 
 
Finalmente,  la probabilidad de ocurrencia de cualquier grafo dentro del ensamble viene dada por 
      
   
 
 
       
       
 
 
 
 
           
 
 
 
      
    (51) 
 
lo que nos dice que      es la probabilidad de que aparezcan      vínculos de  
 
 
  posibles. Este 
resultado concuerda con el obtenido por Solomonoff y Rapoport [20] para grafos aleatorios, los 
cuales fueron estudiados por Erdös y Rényi [21; 22]. 
2.2.3 Distribuciones de riqueza en Econofísica 
Antes de comenzar a hablar sobre distribuciones de riqueza es importante mencionar a qué hace 
referencia la palabra riqueza. Ésta usualmente se refiere a cosas que tienen utilidad económica, 
como por ejemplo las propiedades y el dinero, y que para nuestros propósitos se van a suponer 
medibles en términos de dinero. Por lo tanto, cuando se habla de distribuciones de riqueza se está 
haciendo referencia a cómo esta cantidad, medida en términos de dinero, se distribuye en un 
determinado grupo poblacional [23]. 
En cuanto al dinero, éste cumple dos funciones básicas [23]: 
    i) Sirve como un medio de intercambio en transacciones económicas. 
    ii) Sirve como unidad de medida para cuantificar cualquier tipo de bien. 
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Con los anteriores conceptos, es importante mencionar algunas generalidades de los modelos de 
distribución de riqueza con múltiples agentes que llevan a cabo transacciones económicas en 
equilibrio. 
En estos modelos se consideran sistemas económicos cerrados, es decir en los cuales no hay flujo 
de dinero con el entorno, y a la economía en equilibrio. Microscópicamente se tienen  agentes 
intercambiando una cantidad  , definida algunas veces como riqueza y otras veces como dinero, y 
que para nuestro caso significará riqueza. 
En cuanto a los estados de los agentes, estos están caracterizados por el conjunto {  },                
          , el cual hace referencia a la riqueza de cada uno de ellos. 
Se considera entonces una transacción entre los agentes   y  , seleccionada aleatoriamente sobre 
todo el conjunto de agentes, como 
   
                      
          (52) 
 
donde se han de notar tres cosas: 
Primero que la transacción se lleva a cabo por pares de agentes (no se consideran transacciones 
entre tres o más). Segundo, que la cantidad   es conservada antes y después de la transacción 
(similar a la conservación de la energía) 
   
    
          (53) 
 
y tercero que los agentes son distinguibles y se encuentran rotulados. 
En un modelo sin ahorro y sin deuda se asume que en las transacciones la cantidad Δ  es 
constante, esto es 
        (54) 
 
donde se ha de notar que se cumple la ley de conservación (53). 
La regla (53) junto con las ligaduras de que   ′ >   y   ′ >   (no se permite deuda), nos llevan a una 
distribución en el equilibrio tipo Boltzmann, esto es 
      
 
   
     
 
   
  . (55) 
 
A esta distribución también se llega si se considera que la transacción económica se lleva a cabo 
de tal manera que la cantidad    sea una fracción aleatoria ε (que varía de   a  ) de la riqueza de 
uno de los agentes o del promedio de las riquezas de los dos [17], esto es 
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         (56) 
 
Generalizando la anterior idea, se puede considerar el Δ  proporcional a las riquezas iniciales de 
los dos agentes, de la forma 
            , (57) 
 
donde se ha introducido el parámetro        con el significado de fracción complementaria. 
Entonces, sustituyendo (57) en (52), se pueden reescribir las ecuaciones (52) como sigue 
   
                           
            , (58) 
 
donde se ha de notar que estas siguen cumpliendo la ley de conservación (53). 
2.3 Teoría musical 
En esta sección presentamos algunos elementos básicos sobre la teoría musical necesarios para 
entender este trabajo, sin que ésta sea comprehensiva sobre un tema tan extenso y profundo. 
En términos generales, en música un sonido puede ser caracterizado subjetivamente a partir del 
volumen, la altura, el timbre y la duración principalmente. Cada uno de estos conceptos depende 
de un conjunto de parámetros físicos que caracterizan el sonido, sin embargo existe una 
dependencia fuerte entre algunos de ellos [3]: la apreciación subjetiva del volumen la tiene con el 
parámetro físico asociado al valor de las diferencias de presión en el aire, la altura con la 
frecuencia fundamental del las componentes armónicas del sonido, el timbre con el espectro de 
estas componentes y la duración simplemente con el tiempo que se percibe el sonido.  
Lo primero que se debe tener en cuenta para componer piezas musicales es definir sus elementos. 
Existen muchas formas de elegir estos elementos, desde tomar un conjunto arbitrario de sonidos 
hasta seguir algún criterio específico. A partir de un criterio es posible generar un conjunto de 
alturas en el rango de audición humano (20Hz-20000Hz). En el caso de la música occidental y de la 
mayor parte de otras culturas este conjunto es discreto y se conoce como escala musical [2]. Dada 
la selección de alturas, la combinación de éstas junto con las demás características subjetivas del 
sonido en un proceso que sigue reglas pero que a su vez permite muchas libertades, da lugar a que 
compositor exprese su creatividad.  
Un criterio muy usado en la conformación de escalas es el de consonancia tonal, del cual 
trataremos a continuación. 
26 
 
2.3.1 Consonancia tonal  
La consonancia y la disonancia son sensaciones subjetivas asociadas generalmente con dos o más 
tonos que suenan simultáneamente. La consonancia tonal, también llamada sensorial, es función 
de las propiedades físicas del estímulo, independientemente de las diferencias culturales o del 
contexto [24].  
Pitágoras encontró que dos sonidos simultáneos producen una sensación placentera, que es lo 
mismo que consonante [25], si son emitidos por cuerdas de igual tensión y densidad lineal (masa 
por unidad de longitud), cuyo cociente de longitudes está en relación de números naturales 
pequeños, entre más pequeños sean estos números los dos sonidos son más consonantes [1; 2]. 
Un cociente de longitudes en relación de números naturales pequeños equivale a un cociente de 
frecuencias fundamentales en relación de números naturales pequeños, ya que para una cuerda 
de densidad lineal   y tensión   tenemos una relación entre la frecuencia fundamental   y la 
longitud   de la cuerda, dada de la siguiente manera  
   
 
  
 
 
 
    (59) 
 
En el siglo XX, Plomp y Levelt  encontraron que  la consonancia tonal de dos tonos puros que 
suenan simultáneamente, más que estar asociada con el cociente de las frecuencias, lo está es con 
el valor absoluto de la diferencia de las mismas [3]. La razón para esta afirmación está arraigada en 
la teoría sobre la consonancia planteada por Helmholtz, la cual se basa en la superposición de 
ondas sonoras [26]. 
Cuando superponemos dos ondas con frecuencias    y    y con amplitudes y fases iguales [4], que 
equivale a asumir que la principal contribución a la consonancia tonal proviene de las frecuencias 
fundamentales de las ondas [27], se tiene entonces que la superposición es de la forma 
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(60) 
donde uno de los factores tiene frecuencia angular          y está modulado en el espacio y el 
tiempo por una envolvente de frecuencia angular          y número de onda            [28].   
Si las ondas superpuestas corresponden a ondas sonoras, los golpes producidos por las 
fluctuaciones de intensidad máxima ocurren con una frecuencia igual a la diferencia de frecuencias 
        de las ondas componentes [28]. Si las  dos frecuencias    y    son muy cercanas más no 
iguales, este fenómeno de golpes puede ser percibido por el ser humano y se les conoce como 
batidos [2]. Éstos batidos han sido utilizados para afinar instrumentos y sobre ellos se ha 
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descubierto que los batidos entre armónicos son los principales responsables de la percepción de 
consonancia [2]. 
Para tonos puros hay una banda crítica, de tal manera que si la diferencia de frecuencias de dos 
tonos simples es mayor que una banda crítica, estos serán juzgados como consonantes, si por el 
contrario caen en un rango de un cinco a un cincuenta por ciento del ancho de la banda crítica, los 
sonidos serán juzgados como disonantes [2]. 
En el caso musicalmente significativo de dos sonidos compuestos producidos por instrumentos de 
altura definida (por ejemplo aquellos basados en cuerdas y columnas de aire) que suenan 
simultáneamente, si se aplican los resultados de la banda crítica a cada par de armónicos  
superiores vecinos y se suma la consonancia de cada uno de ellos (asumiendo que la consonancia 
admite un principio de superposición), se obtiene un índice de consonancia para cada par de tonos 
compuestos, este índice puede ser parametrizado en función del valor absoluto de la diferencia de 
las frecuencias fundamentales de los dos sonidos [25] y puede demostrarse que alcanza valores 
máximos para sonidos cuyas frecuencias fundamentales tienen una relación de números naturales 
pequeños [2; 25]. Existen combinaciones de sonidos, producidos por instrumentos de altura 
definida, los cuales son particularmente consonantes. Éstos se suelen dividir en consonancias 
perfectas e imperfectas, siendo las perfectas más consonantes que las imperfectas. Las 
consonancias perfectas (en orden decreciente de consonancia) son el unísono con relación de 
frecuencias    , la octava    , la quinta     y la cuarta 4:3; en cuanto a las imperfectas (en orden 
decreciente de consonancia) son la sexta mayor    , la tercera mayor 5  , la tercera menor 6   y 
la sexta menor     [2]. 
Para generar las escalas justa y pitagórica se utilizan criterios relacionados con las consonancias 
perfectas e imperfectas, por lo que es posible dar la siguiente definición de escala para estos dos 
casos: una escala musical es un conjunto discreto de alturas dispuestas de manera tal que se 
obtenga el máximo número posible de combinaciones consonantes (consonancia tonal) cuando 
dos o más notas del conjunto son tocadas juntas [2].  
2.3.2 Escala justa  
Tomando como criterio las consonancias perfectas y las imperfectas es posible formar la escala 
diatónica justa de siete alturas en la octava. Si se sigue partiendo la octava en más alturas, 
tratando de mantener al máximo la proporción de consonancias, llegamos a la  escala cromática 
justa de 12 sonidos en la octava; desafortunadamente las elecciones para este último proceso no 
son únicas. La Tabla 2 muestra una posible elección de relaciones de frecuencias dentro de la 
octava para una escala cromática justa de 12 alturas [29], junto con los nombres comúnmente 
dados a las distancias entre dos alturas (intervalos musicales). 
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Tabla 2: Relaciones de frecuencias para una escala cromática justa. 
2.3.3 Escala pitagórica  
Tomando como criterio las consonancias perfectas es posible formar la escala pitagórica de 12 
alturas en la octava. Para ello se toma una frecuencia patrón a partir de la cual se construyen ocho 
sonidos por quintas, esto se logra multiplicando cada vez la frecuencia resultante por 3/2, luego se 
construyen los tres sonidos restantes por cuartas, multiplicando la frecuencia patrón por 4/3. 
Cuando ya se tengan los doce sonidos, éstos se ajustan en la misma octava multiplicando o 
dividiendo por potencias de dos y, a partir de la octava, se construye el resto del registro 
multiplicando o dividiendo nuevamente por potencias de dos. La Tabla 3 muestra las relaciones de 
frecuencias que se obtienen por medio de este proceso para intervalos menores o iguales a una 
octava [3; 30].     
 
Tabla 3: Relaciones de frecuencias para la escala pitagórica. 
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2.3.4 Escala temperada  
La escala temperada se refiere a un conjunto discreto de frecuencias que se puede construir a 
partir de una frecuencia patrón de la siguiente manera: 
Primero se elige la frecuencia fundamental patrón, la cual es deseable que tenga una  frecuencia 
con un valor cercano al umbral inferior del  rango de audición humano (20Hz-20000Hz) [1], y  la 
cual vamos a llamar f1. En cuanto al resto de elementos de la escala temperada (los N elementos 
que uno desee), estos  surgen de aplicar la siguiente ecuación [3]: 
           
  
                          (61) 
 
Es de notar que a partir de las doce primeras frecuencias que surgen (se está construyendo una 
escala temperada igual de 12 sonidos) se pueden conseguir las demás como múltiplos de enteros 
positivos, por ejemplo: 
        
                                 
          
          (62) 
 
En música, si 261,63 Hz es un múltiplo entero positivo de     , entonces     junto con todas las 
frecuencias que salgan de multiplicar por enteros positivos  a     se llaman comúnmente Do. Esto 
significa que tanto    como     son Do, solo que se encuentran en registros diferentes. Para 
resolver el problema de los registros de suele notar a    como Do1 y a     como Do2. 
Como se necesitan once frecuencias más aparte de     para conseguir todos los elementos de la 
escala temperada como múltiplos enteros de esas once frecuencias, se le suelen dar los siguientes 
nombres a los otros once elementos. 
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Tabla 4: Nombres y notación de frecuencias de la escala temperada 
Existen otros nombres y  formas de notación, sin embrago las anteriores son las más comunes. 
Como pudimos darnos cuenta, todos los elementos de la escala temperada son reducibles a doce 
nombres, los cuales se repiten en las diferentes octavas y hacen referencia a la posición relativa en 
una escala, no a la altura real.  
2.3.5 Croma, acordes y otras definiciones  
Hasta ahora hemos hablado de la consonancia de intervalos menores o iguales a una octava, para 
intervalos más grandes, se trasporta el tono más alto a las octavas inferiores (hasta que el nuevo 
intervalo sea menor a una octava) y se toma el grado de consonancia como equivalente al del 
intervalo original, esta propiedad se conoce como croma [2]. En este punto es importante 
mencionar que debido a que la consonancia tonal depende de la diferencia de las frecuencias (o 
de la diferencia de las frecuencias fundamentales para el caso de tonos complejos)  y de que la 
forma en que se construye la afinación de las escalas no es lineal en las frecuencias, un intervalo 
musical determinado presenta un grado de consonancia que varía a lo largo del rango de 
frecuencias, específicamente al desplazarse a frecuencias más bajas un intervalo musical es cada 
vez menos consonante [2], [25]. 
Aunque existe música que trata a todos los elementos de una escala con la misma importancia 
(por ejemplo la dodecafonía) [12], lo más usual es que se tome uno o varios subconjuntos de una 
escala [11] y a partir de ellos se realice la música. De esta manera surgen, por ejemplo, las escalas 
mayores, menores pentatónicas y hexatónicas [11]. 
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Ya definidos los elementos con los que se quiere hacer música, surge la pregunta de cómo 
entender los sonidos que suenan simultáneamente, para ello, en música se utiliza el término 
acorde en referencia a la superposición de dos, tres o más sonidos [5].  
Dependiendo de la relación que exista entre los sonidos superpuestos se puede hablar de acordes 
por segundas, por terceras, por cuartas, poliacordes, etc. [12]. Entre los acordes por terceras se 
encuentran los acordes mayores, menores, aumentados y disminuidos, estos últimos tienen la 
particularidad de estar construidos únicamente con intervalos musicales de tercera menor. 
Por otra parte,  de acuerdo al estilo de música en el que se quiera componer [9], existen diferentes 
reglas para pasar de un acorde a otro y sucesiones de acordes que son prohibidas [5]. 
En lo que respecta a este trabajo, es importante definir algunos términos que luego se usarán: 
Melodía: Secuencia organizada de tonos que transmite una rica variedad de información al oyente 
[31].  
Línea melódica: En este trabajo se utiliza el término línea melódica para hacer referencia a una 
secuencia aislada de tonos los cuales pueden estar segmentados por medio de silencios [32]. Se ha 
procurado tomar las líneas melódicas que correspondan a un conjunto de melodías. 
Ámbito de una melodía: registro que abarca desde la nota más grave a la más aguda de una 
melodía [33]. 
Ritmo armónico: patrón rítmico que proporciona los cambios en la armonía [34]. Si el patrón 
rítmico se limita a una sola figura rítmica y es constante lo llamaremos pulso armónico constante. 
Compás: conjunto de golpes (unidades musicales de tiempo), el primero de los cuales 
normalmente tiene un acento. Dependiendo de si el golpe tiene o no un acento se habla de 
tiempos fuertes o débiles dentro del compás. Cada compás se encuentra separado del siguiente 
por medio de una barra vertical en el pentagrama [34].  
Nota: símbolo con el cuál la música es escrita en el pentagrama [34]. Representa una altura y una 
duración determinada. 
Notas de adorno: sonidos extraños al acorde que se encuentran entre dos repeticiones de un 
sonido, en el tiempo débil o en momentos débiles del compás  y se hallan distantes una segunda 
inferior o superior respecto del sonido real [5]. 
Altura: localización de un sonido en la escala tonal. La determinación exacta de la atura se hace 
por medio de la frecuencia [34].  
Tono: sonido de altura y duración definidas. [34]. 
Intervalo musical: distancia en altura entre dos tonos [34]. Si los dos tonos suenan 
simultáneamente se denomina intervalo armónico, si por el contrario suenan sucesivamente se 
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denomina intervalo melódico. En el caso de intervalos melódicos, cuando el primer tono que suena 
es más grave que el segundo se llama intervalo ascendente, en caso contrario se denomina 
intervalo descendente. Para una discusión más amplia de cómo se mide la distancia entre dos 
alturas en semitonos véase los Anexos: Sección A.2. Dependiendo de qué tan amplio sea un 
intervalo musical, en música se les dan nombres como: segunda menor, segunda mayor, tercera 
menor, etc. 
Textura: se refiere a la forma en que el material melódico, rítmico y armónico es combinado en 
una composición [35]. En la textura polifónica cada línea representa un diseño individual, y se 
encuentra conectada con las otras líneas por relaciones verticales de consonancia o armonía [34]. 
Tonalidad: fenómeno de la música que se refleja en el hecho de que típicamente una pieza 
musical presenta preferencia por una altura, haciendo de ésta el centro tonal respecto al cual las 
otras alturas están relacionadas [34].   
Instrumento melódico: instrumento construido principalmente para tocar melodías [36]. 
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Capítulo 3  
Teoremas de clusterización y 
construcción de escalas y acordes 
 
Aquí elegimos nodos y relaciones para un conjunto de frecuencias que queremos agrupar en 
“clusteres” asociados a estructuras específicas como escalas y acordes. Tomamos como nodos  las 
alturas de las notas y éstas las representamos por sus nombres comúnmente dados (Do, Re, …) o 
por sus frecuencias fundamentales. Dependiendo del caso se van a utilizar diferentes relaciones 
signadas. Para todos los casos los grafos son completos, por lo que sólo tienen una forma de 
clusterización. También se presentan grafos signados donde se hace uso de los teoremas de 
clusterización, de modo que se nota que los nodos pueden agruparse en subgrupos con relaciones 
internas positivas y externas negativas. 
 
3.1 Relación para agrupar escalas temperadas 
Esta relación se obtiene a partir de la forma en que se encuentra afinada la escala temperada (61). 
Por tanto los vínculos son positivos entre pares de notas (frecuencias      ) si existe   
perteneciente a los naturales, de manera que se pueda llegar de una frecuencia a la otra por 
medio de la siguiente ecuación 
       
  
                   , (63) 
 
de lo contrario el vínculo es negativo. Nótese que si   es mayor a 12 significa que las frecuencias    
y    están distanciadas más de una octava y que    y    deben estar dentro del rango de audición 
humano. La Figura 1 ilustra cómo se puede hacer uso de los teoremas de clusterización para 
agrupar frecuencias pertenecientes a dos escalas temperadas diferentes para el caso de intervalos 
menores a una octava, las líneas rojas hacen referencia a relaciones positivas (frecuencias 
pertenecientes a una misma escala temperada) y las azules a relaciones negativas (frecuencias que 
no pertenecen a una misma escala temperada). Como el grafo es completo presenta una única 
clusterización. 
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Figura 1: Grafo signado con 2 clústeres correspondientes a escalas temperadas. Las líneas rojas son vínculos positivos 
y las líneas azules negativos. 
3.2 Relación para agrupar escalas pitagóricas 
Debido a que la escala pitagórica se construye con base en las llamadas consonancias perfectas: 
octava, quinta y cuarta, y que dichas consonancias se obtienen a partir de cocientes de frecuencias 
de 2, 3/2 y 4/3 respectivamente [2], es posible inferir la forma en que están relacionadas dos 
frecuencias que sirvan para formar una misma escalas pitagórica de la siguiente manera: 
Los vínculos entre dos notas (frecuencias f1 y f2 dentro del rango de audición humano y f1 < f2) son 
positivos si existen  ,   y  ´ de manera que se cumpla alguna de las siguientes ecuaciones 
    
 
 
      
 
 
 
 
                                          
     
 
 
 
 
                                     
  (64) 
 
    
    
 
 
 
 
 
 
 
 
  
                 con 
 
                       
                     
  
       
(65) 
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La ecuación (64) parte superior relaciona dos frecuencias que sean alcanzables por octavas o 
quintas, para el caso de las quintas en máximo ocho pasos, mientras que la relación (64) parte 
inferior relaciona dos frecuencias que sean alcanzables por octavas o cuartas, para el caso de las 
cuartas en máximo tres pasos. Si para ser alcanzables las dos frecuencias son necesarias 
combinaciones de quintas, cuartas u octavas, la ecuación (65) nos presenta la relación.  
Si no se cumple ninguna de las tres ecuaciones, entonces el vínculo es negativo. 
Nótese que el factor      nos conecta frecuencias pertenecientes a diferentes octavas. 
En este punto es importante aclarar que las ecuaciones (64) y (65) son criterios necesarios más no 
suficientes para construir escalas temperadas, la razón puede ser explicada por medio de un 
ejemplo: para una escala pitagórica lo máximo que pueden estar distanciadas dos frecuencias por 
quintas son ocho pasos y por cuartas tres, pero este valor máximo de pasos es con respecto a la 
frecuencia patrón de la que se habló en la Sección 2.3.3, por tanto al aplicar ocho pasos de quinta 
o tres de cuarta a una frecuencia diferente a la patrón, encontramos relaciones entre frecuencias 
que no pertenecen a una misma escala pitagórica.    
La Figura 2 ilustra cómo se puede hacer uso de los teoremas de clusterización para agrupar 
frecuencias que permitan construir dos escalas pitagóricas diferentes para el caso de intervalos 
menores a una octava, las líneas rojas hacen referencia a relaciones positivas y las azules a 
relaciones negativas. Como el grafo es completo presenta una única clusterización. 
 
Figura 2: Grafo signado con 2 clústeres correspondientes a elementos con los que se pueden construir dos escalas 
pitagóricas diferentes. Las líneas rojas son vínculos positivos y las líneas azules negativos. 
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3.3 Relación para agrupar acordes disminuidos 
Como los intervalos que conforman los acordes disminuidos giran en torno a terceras menores, los 
vínculos son positivos si dos notas de una escala forman un intervalo que sea un múltiplo de una 
tercera menor, de lo contrario el vínculo es negativo. Como estos intervalos se forman 
independientemente del tipo de afinación, utilizaremos nombres en lugar de frecuencias para  
representar las componentes de un acorde disminuido. La Figura 3 muestra los tres clústeres 
(correspondientes a acordes disminuidos) que se pueden formar en el caso de una escala de 12 
sonidos en la octava. Las líneas rojas representan relaciones positivas y las azules negativas. Como 
el grafo es completo presenta una única clusterización. La existencia de tres clústeres nos dice 
que, si queremos pasar por todos los sonidos de una escala de 12 sonidos en la octava, 
necesitamos un mínimo de tres acordes disminuidos diferentes para hacerlo. 
 
 
Figura 3: Grafo signado con 3 clústeres correspondientes a acordes disminuidos. Las líneas rojas son vínculos positivos 
y las líneas azules negativos. 
 
3.4 Relación para agrupar acordes por segundas 
mayores 
Como los intervalos que conforman los acordes por segundas mayores giran en torno a la segunda 
mayor, los vínculos son positivos si dos sonidos de una escala forman un intervalo que sea un 
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múltiplo de una segunda mayor, de lo contrario el vínculo es negativo. Similar al caso anterior, los 
intervalos de segunda mayor se forman independientemente del tipo de afinación, por lo que se 
utilizan nombres en lugar de frecuencias para  representar las componentes de un acorde formado 
por segundas mayores. La Figura 4 muestra los doce sonidos de una escala agrupados en dos 
clústeres (como el grafo es completo presenta una única clusterización). La existencia de estos 
clústeres nos dice que  si queremos pasar por todos los sonidos de una escala de 12 sonidos en la 
octava, no lo podemos hacer simplemente partiendo de un sonido y avanzando por segundas 
mayores, necesitamos hacer mínimo un salto de segunda menor (intervalo más pequeño que el de 
segunda mayor). 
 
 
Figura 4: Grafo signado con 2 clústeres correspondientes a acordes por segundas mayores. Las líneas rojas son 
vínculos positivos y las líneas azules negativos. 
3.5 Balance estructural  
En cuanto al balance estructural, las Figuras 1, 2 y 4  sugieren grafos balanceados pues se 
encuentran dos subgrupos de manera que solo relaciones positivas unen los nodos dentro de los 
subconjuntos y relaciones negativas unen nodos entre diferentes subconjuntos, mientras que la 
Figura 3 no presenta balance estructural ya que en el caso de los acordes disminuidos se 
presentan triadas de la forma 
 
 
las cuales evitan que haya balance estructural; sin embargo se sigue presentando la clusterización 
[14]. 
Si tomamos grafos con más de dos escalas diferentes en las Figuras 1 y 2 entonces perdemos el 
balance estructural debido a que ahora van a surgir más de dos clústeres y por tanto aparecerán 
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triadas con signo negativo, en cambio en las Figuras 3 y 4 siempre se van a existir tres y dos 
clústeres respectivamente pues en este caso no existe una dependencia entre el número de 
elementos que se tome y el número de clústeres que se forma. 
Los ejemplos anteriores muestran la variedad y riqueza de estructuras elementales de las que 
dispone la música. 
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Capítulo 4  
Análisis de redes aplicado a melodía 
y armonía 
Este capítulo es una exploración de las múltiples aplicaciones del análisis de redes a la música, no 
es un estudio exhaustivo y detallado de muchas obras o fragmentos, simplemente presenta 
métodos útiles para el análisis de melodía y armonía de una forma diferente a como se hace en la 
teoría de la música tradicional.     
4.1  Relaciones dirigidas y no dirigidas para 
analizar melodía y armonía 
En música existen, entre otras, dos tendencias para abordar el análisis de obras musicales de 
periodos como el barroco y el clásico: una tiene que ver con la coherencia horizontal de una 
sucesión de los sonidos que pertenecen a una misma línea melódica, la cual podemos relacionar 
con el contrapunto [34], y la otra con la conformación de funciones armónicas a partir de varias 
notas que suenan simultáneamente, la cual asociamos con la armonía [34]. En el caso de líneas 
melódicas con notas sucesivas las relaciones son dirigidas indicando el orden temporal, mientras 
que para la armonía las relaciones entre notas simultáneas son no dirigidas.   
4.1.1 Melodía 
Definimos los nodos combinando la frecuencia fundamental de las notas con su duración o valor 
rítmico (el tiempo entre el inicio de notas sucesivas), esta elección corresponde a lo que en música 
se conoce como un tono. Así, un Do de 261,62 Hz con un valor rítmico de negra será un nodo 
diferente a un Do de 261,62 Hz con un valor rítmico de corchea.  
Debido a la importancia de los silencios en la música, en algunos análisis los incluimos como un 
nodo cuando tienen valores rítmicos menores o iguales a un compás, en caso contrario se 
considera que el silencio separa dos melodías diferentes. En general el aporte de los silencios en 
las obras analizadas en este trabajo es pequeño debido a su escasa ocurrencia. Esta elección de los 
nodos es similar a la tomada en [8], pero incluyendo los silencios.   
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En cuanto a la elección de la relación, optamos por una similar a la de [8], en donde existe un 
vínculo entre dos notas si una suena inmediatamente después de la otra (relación dirigida). Sin 
embargo hay una diferencia importante: en este análisis tomamos cada línea melódica como 
independiente.  
4.1.2 Armonía 
Para analizar la armonía de una obra procedemos de una manera diferente, lo primero que 
hacemos es mantener la forma en que se han elegido los nodos para el caso de la melodía salvo 
por los silencios que no son incluidos debido a que son irrelevantes cuando las notas suenan 
simultáneamente. La relación que utilizamos es no dirigida y los vínculos se dan entre notas que 
pertenecen al mismo compás, sin importar si son sucesivas o simultáneas. 
La elección que tomamos para los nodos y los vínculos es tal que permite determinar la armonía 
de un determinado pasaje sonoro, por lo que aplicamos el concepto conocido en música como 
pulso armónico constante, es decir que existen muchas obras en las que la armonía cambia a una 
rata constante con el tiempo. Para nuestro caso, la armonía cambia cada compás. 
Es importante mencionar que parte del trabajo se centra, más que en la determinación de la 
función armónica de un determinado pasaje de una obra, en determinar la estructura de los 
acordes utilizados para generar la armonía. Esto significa que en lugar de establecer si un acorde 
cumple una función u otra, por ejemplo de tónica, subdominante o dominante, determinamos si 
este acorde tiene una estructura por terceras, segundas o cuartas, y si es por terceras si es mayor, 
menor, disminuido, aumentado, con séptima o excepcionalmente con novena. 
4.2  Elección de las obras o fragmentos para 
analizar melodía y armonía 
4.2.1 Melodía 
Las obras o fragmentos fueron elegidos procurando evitar líneas melódicas con notas simultáneas. 
Cuando se presentaron notas simultáneas en líneas melódicas la conducción se realizó hacia la 
nota más aguda, y desde la nota más aguda, debido a que típicamente las notas más altas son las 
que más se perciben [5].  
Para realizar el análisis de redes de líneas melódicas elegimos el Credo de la Misa Dixit María del 
compositor Hans Leo Hassler. Las razones que llevaron a esta elección son las siguientes: 
- Como es una obra vocal para cuatro voces (soprano, contralto, tenor y bajo), para cada 
una de las voces por separado se cumple que no se conforman acordes, lo que evita el 
problema de tener que determinar cuál sonido del acorde sigue en la línea melódica  
- En la partitura la línea melódica de cada una de las voces está claramente diferenciada, lo 
que evita ambigüedades en la construcción de los vínculos. 
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Para estudiar las distribuciones de grado se usó el Credo de la misa Dixit María de Hans Leo 
Hassler, por las razones ya expuestas, y la Suite No. 2 en Re menor BWV 1008 de Johann Sebastian 
Bach, la cual se escogió porque es una obra relativamente extensa para un solo instrumento que 
contiene muchas más notas sucesivas en comparación con el número de notas simultáneas.La 
tabla MIDI de ambas obras fue generada directamente de la partitura. 
4.2.2 Armonía 
Para el análisis de armonía elegimos el Preludio Nº1 del Libro I del Clave bien temperado de J.S. 
Bach. Las razones para esta elección fueron las siguientes: 
- Existen relativamente pocas notas de adorno, lo que facilita la determinación de los 
acordes. 
- Posee un pulso armónico de compás que facilita el análisis. 
4.2.3 Adquisición de datos 
En todos los casos para la adquisición de datos se crearon tablas MIDI (Musical Instrument Digital 
Interface)  reducidas [8] escaneando directamente las partituras o a partir de archivos MIDI 
disponibles en la Web. El programa que se usó para escanear y generar los archivos .mid fue Finale 
2006, mientras que el programa para transformar los archivos .mid a formato de texto (.txt) y así 
poder generar las tablas MIDI reducidas fue GoMinimal versión 2.5. Todas las obras o fragmentos 
se reprodujeron tomando que el valor de la negra fuera aproximadamente 1 segundo. 
4.3  Análisis de melodía: Credo de la Misa Dixit 
María  
4.3.1 Digrafo de la obra y grado nodal   
La Tabla 5 muestra el equivalente en frecuencias de la notación musical para la afinación 
temperada igual de doce sonidos. 
La Figura 5 presenta el digrafo correspondiente al Credo. El tamaño de los nodos ha sido tomado 
proporcional a su grado nodal, independientemente de que el vínculo sea dirigido. En la notación 
que se ha usado en algunos de los nodos de la Figura 5, el número a la izquierda corresponde a la 
duración en milisegundos de una determinada frecuencia fundamental, a continuación del cual se  
especifica la frecuencia fundamental mediante un nombre. Por ejemplo 1024sol3 corresponde a la 
frecuencia sol3 (392Hz) la cual permanece sonando durante 1024 milisegundos.  
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Tabla 5: Frecuencias fundamentales correspondientes a la notación musical. 
 
Figura 5: Digrafo para al Credo de la  Misa Dixit María del compositor Hans Leo Hassler con la relación tonos sucesivos. 
Se ha  superpuesto información de las  4 líneas melódicas: Soprano, Contralto, Tenor y Bajo. Los nodos en  color verde 
corresponden a los que tienen mayor centralidad de grado (grado mayor o igual a 24). El grosor de las líneas es 
proporcional a la fortaleza del vínculo. 
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Analizando la Figura 5 nos damos cuenta que prácticamente todos los nodos con mayor 
centralidad de grado (grado mayor o igual a 24) tienen la particularidad de ser notas con 
duraciones de 1024 ms y 512 ms, las cuales corresponderían (ya que se ha reproducido la pieza de 
tal manera que el valor de la negra es igual a 1 segundo) a negra y corchea respectivamente. 
4.3.2 Puntos de corte   
La Figura 6 muestra los dos puntos de corte que existen en la red (es decir aquellos puntos que si 
se quitan fragmentan la red). La existencia de estos dos puntos está relacionada con el hecho de 
que en algunos lugares de la partitura se presentaban cortes en la línea melódica porque existían 
silencios de duración mayor a la de 1 compás (4 segundos). Esto lleva a que existan notas a las que 
llega un vínculo, pero de las que no sale ninguno (2048Si3 y 6144La#1).  Nótese que estos nodos 
corresponden a notas con una duración rítmica bastante largas (2 y 6 segundos respectivamente), 
lo que es característico en los finales de una melodía [5].  
 
Figura 6: Digrafo para el Credo de la Misa Dixit María del compositor Hans Leo Hassler con la relación de tonos 
sucesivos.  Se ha  superpuesto información de las  4 líneas melódicas. Los nodos en  color azul corresponden a los 
puntos de corte de la red y el grosor de las líneas es proporcional a la fortaleza del vínculo 
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4.3.3 Triadas y transitividad   
Otro análisis interesante es el de cohesión según el censo de triadas transitivas. La Tabla 6 muestra 
los diferentes tipos de triadas y el número que aparece de cada tipo en el digrafo del Credo de la 
Misa Dixit María. 
 
Tabla 6: Número de triadas de cada tipo presentes en el Credo de la  Misa Dixit María. 
Analizando la Tabla 6 nos damos cuenta que las triadas más frecuentes (Tipo 1) son vacías, las 
segundas más frecuentes (Tipo 2)  están relacionadas con intervalos melódicos ascendentes o 
descendentes (decimos que están relacionadas y no que son intervalos ascendentes y 
descendentes porque los nodos no solo tienen información de la altura sino también del ritmo), 
las terceras más frecuentes (Tipo 3) están relacionadas con intervalos melódicos ascendentes que 
también se presentan como descendentes en la obra, y la cuartas más frecuentes (Tipo 6) 
corresponden a una línea directa, este tipo de triadas presenta el mayor peso entre los tipos que 
conectan tres nodos, lo cual es muy lógico, pues lo más usual en una melodía es que se llegue a 
una nota, y de ella se parta para ir a la siguiente. 
 
Finalmente, aunque las triadas Tipo 4 y Tipo 5 son recíprocas entre sí, no son igualmente 
frecuentes, lo mismo es aplicable a las triadas Tipo 12 y Tipo 13.  
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En cuanto a la transitividad, el análisis del digrafo arroja que del total de triplas ordenadas donde 
se cumple que de   →   y de   →   , el 25.52% son transitivas. Cabe mencionar que el 
porcentaje de triadas con al menos dos patas que tienen tres patas es de 10.54%.  
4.3.4 Reciprocidad   
La Figura 7 muestra los vínculos que son unidireccionales y los que no lo son.  Los vínculos azules 
son bidireccionales y los rojos unidireccionales. Analizando la Figura 7 se nota que la 
direccionalidad del vínculo es un aspecto importante para entender el sistema ya que a simple 
vista se nota que la mayoría de los vínculos son unidireccionales, lo que se confirma con un valor 
de reciprocidad grupal de 0.2378, de donde inferimos que son más los vínculos sin un recíproco 
que los recíprocos. 
 
 
Figura 7: Digrafo del Credo de la Misa Dixit María del compositor Hans Leo Hassler. Se ha superpuesto información de 
las  4 líneas melódicas.  Las líneas azules corresponden a vínculos entre dos nodos tienen recíproco y las rojas a los 
que no lo tienen. 
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4.4  Análisis de armonía: Preludio Nº1 del Libro 
I del Clave bien temperado  
 
4.4.1 Grafo de la obra y grado nodal   
La Figura 8 muestra el grafo correspondiente al Preludio Nº1 de J.S. Bach del Libro I del Clave bien 
temperado. 
 
Figura 8: Grafo para el preludio Nº1 de J.S. Bach del Libro I del clave bien temperado con la relación de armonía. El 
grosor de la línea se ha tomado proporcional a la fortaleza del vínculo. 
Analizando la Figura 8 nos damos cuenta que una gran cantidad de los nodos tienen vínculos hacia 
sí mismos, esto nos dice que en prácticamente todos los compases los tonos se repiten al menos 
una vez.  Para ver lo anterior, la Figura 9 muestra un pasaje de la obra en mención, donde es 
evidente que para todos los compases los tonos se repiten al menos 1 vez en cada compás. 
 
 
 
47 
 
 
Figura 9: Fragmento del preludio Nº1 de J.S. Bach del Libro I del clave bien temperado donde se observa que la obra 
está en la tonalidad de Do mayor, que para todos los compases se cumple que las notas se repiten al menos una vez 
en cada compás, y que existe un pulso armónico de compás. 
La Figura 10 muestra el grafo en mención con la particularidad de que el tamaño de los nodos es 
proporcional a su grado nodal. Es interesante notar que los tres nodos con mayor grado 
conforman el acorde de Do mayor (Do3, Mi3, Sol3) que es justamente el acorde de tónica de la 
tonalidad de Do mayor, lo que en otras palabras quiere decir que a partir de analizar el grado de 
los nodos podemos interferir la tonalidad en la que está enmarcada la obra, en este caso Do 
mayor. 
 
Figura 10: Grafo correspondiente al preludio Nº1 de J.S. Bach del Libro I del clave bien temperado. El tamaño de los 
nodos se toma proporcional al grado nodal. Los 3 nodos con nombre corresponden a los de mayor grado nodal en la 
red (Grado mayor o igual a 27). 
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4.4.2 Cliques   
Otro análisis interesante sobre la cohesión de la red es el de los cliques, ya que una de las 
motivaciones de tomar la relación como se tomo (que las notas estén en el mismo compás) es que 
se pudiera ver la conformación de acordes a partir de alguna herramienta de análisis de redes, en 
este caso la cohesión de subgrafos. La Tabla 7 muestra los cliques de 5 elementos 
correspondientes al Preludio Nº1 de J.S. Bach y los acordes que se forman.  Se eligieron los cliques 
de 5 elementos porque, en general, en toda la obra hay 5 notas diferentes por compás (Figura 9) y 
como el vínculo se realiza entre todas las posibles parejas de notas que haya en cada compás, 
entonces la armonía del compás se podrá inferir de los cliques de 5 elementos. 
 
 
Tabla 7: Cliques de 5 elementos y acordes asociados para el preludio Nº1 de J.S. Bach del Libro I del clave bien 
temperado. 
Acorde Tipo de acorde
256La2 256Do3 256Fa3 1792Fa2 2048Re2 Re,Fa,La,Do Acorde menor con séptima menor
256La2 256Do3 256Fa3 1792Fa2 2048Mi2 Fa,La,Do,Mi Acorde mayor con séptima mayor
256La2 256Do3 256Mi3 256Fa3 4096Do1 Fa,La,Do,Mi Acorde mayor con séptima mayor
256La2 256Do3 256Re#3 1792Do2 2048Fa#1 Re#,Fa#,La,Do Acorde disminuido con séptima disminuida
256La2 256Do3 256Re#3 1792Re#2 2048Sol1 La,Do,Mib,Sol Acorde disminuido con séptima disminuida
256La2 256Do3 256Fa#3 1792Re#2 2048Sol1 La,Do,Mib,Solb Acorde disminuido con séptima disminuida
256La2 256Do3 256Mi3 1792Fa2 2048Fa1 Fa,La,Do,Mi Acorde mayor con séptima mayor
256Sol2 256La#2 256Do3 256Mi3 1792Do2 Do,Mi,Sol,Sib Acorde mayor con séptima menor
256Sol2 256La#2 256Do3 256Mi3 2048Do2 Do,Mi,Sol,Sib Acorde mayor con séptima menor
256Sol2 256Do3 256Mi3 1792Mi2 2048Do2 Do,Mi,Sol,Do Acorde mayor
256La#2 256Do3 256Mi3 1792Sol2 2048Do2 Do,Mi,Sol,Sib Acorde mayor con séptima menor
256Si2 256Do3 256Re#3 1792Re#2 2048Sol1 Do, Mib,Sol,Si Acorde menor con séptima mayor
256Si2 256Do3 256Re3 1792Fa2 2048Sol#1 Re,Fa, Lab,Do Acorde disminuido con sétima menor
256Do3 256Mi3 256Sol3 256Do4 1792Sol2 Do,Mi,Sol,Do Acorde mayor
256Do3 256Sol3 256Do4 1792Sol2 2048Mi2 Do,Mi,Sol,Do Acorde mayor
256Re3 256La3 256Re4 1792La2 2048Fa2 Re,Fa,La,Re Acorde menor
256Fa#3 256La3 256Re4 1792Re3 2048Do3 Re,Fa#,La,Do Acorde mayor con séptima menor
256La3 256Re4 256Fa4 1792Re3 2048Do3 Re,Fa,La,Do Acorde menor
256La3 256Mi4 256La4 1792Mi3 2048Do3 La,Do,Mi,La Acorde menor
256Re3 256Fa3 256Si3 256Re4 2048Fa2 Si,Re,Fa, Fa Acorde disminuido
256Re3 256Fa3 256Si3 1792Sol#2 2048Fa2 Si,Re,Fa,Lab Acorde disminuido con sétima disminuida
256Re3 256Sol3 256Si3 1792Si2 2048Sol2 Sol,Si,Re,Sol Acorde mayor
256Re3 256Mi3 256Sol3 256Si3 2048Sol2 Mi,Sol,Si,Re Acorde menor con séptima menor
256Mi3 256Sol3 256Do#4 1792La#2 2048Sol2 Mi,Sol,Sib,Reb Acorde disminuido con séptima disminuida
256Mi3 256Sol3 256Re4 256Fa4 2048Si2 Mi,Sol,Si,Re,Fa Acorde menor con séptima menor y novena
256Sol3 256Re4 256Fa4 1792Re3 2048Si2 Sol,Si,Re,Fa Acorde mayor con séptima menor
256Sol3 256Re4 256Fa4 1792Re3 2048Do3 No hay estructura por terceras.
256Sol3 256Re4 256Sol4 1792Re3 2048Si2 Sol,Si,Re,Sol Acorde mayor
256Sol3 256Do4 256Mi4 1792Mi3 2048Do3 Do,Mi,Sol,Do Acorde mayor
256Mi3 256Sol3 256Do4 1792Do3 2048La2 La,Do,Mi,Sol Acorde menor con séptima menor
256Mi3 256Sol3 256Do4 1792Do3 2048Si2 Do,Mi,Sol,Si Acorde mayor con séptima mayor
256Sol2 256La#2 256Mi3 1792Do2 2048Do1 Do,Mi,Sol,Sib Acorde mayor con séptima menor
4096Do1 4096Do2 4096Mi3 4096Sol3 4096Do4 Do,Mi,Sol,Do Acorde mayor
Elementos del clique
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De la Tabla 7 nos damos cuenta que los acordes conformados presentan una estructura por 
terceras, basados en este hecho se han clasificado como acordes  mayores, menores, aumentados 
o disminuidos, con o sin séptima y excepcionalmente  con novena. 
4.4.3 Centralidad de intermediación 
Respecto a la centralidad de intermediación, en la Figura 11 se presenta el grafo del preludio Nº1 
de J.S. Bach del Libro I del clave bien temperado, el tamaño de los nodos es proporcional a la 
centralidad de intermediación. 
 
Figura 11: Grafo para el preludio Nº1 de J.S. Bach del Libro I del clave bien temperado con la relación de armonía. El 
tamaño de los nodos se toma proporcional a la centralidad de intermediación. 
Analizando la Figura 11 nos damos cuenta que, aparte de los tres nodos que aparecen por tener el 
mayor grado nodal, aparece un cuarto nodo importante (4096Do1), el cual une los nodos 
4096Do2, 4096Mi3, 4096Do4 y 4096Sol3 con el resto de la red. Un análisis de la partitura nos 
permite darnos cuenta que esas cinco notas aparecen en el compás final de la obra (por eso tienen 
duraciones tan amplias), y que la única nota que ya había aparecido antes en la pieza es la 
4096Do1. Nótese que también la centralidad de intermediación nos da información sobre la 
tonalidad de la obra (Do mayor). 
 
4.5  Distribuciones de grado  
En el trabajo de Liu, Tse y Small [8] se encuentran distribuciones de grado que siguen leyes de 
potencias para conjuntos de obras de diferentes tipos de música [9]. En el trabajo de ellos las leyes 
de potencia que se encuentran son para compilaciones de obras, por lo que es complicado 
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conocer la razón por la cual está surgiendo este tipo de comportamiento, puede ser debido, por 
ejemplo, a los diferentes tipos de tonalidades que manejan los compendios de obras y no 
necesariamente a una obra en particular. Además, la forma de tomar el vínculo se define de la 
siguiente manera: Supóngase que se toma el tiempo como sigue:   t0 , t1, t2,… , que la nota i 
comienza en el tiempo ti y que la nota j en el tiempo tj , entonces  si   tj > ti y ninguna otra nota 
suena durante el intervalo de tiempo tj – ti, existe un vínculo de la nota i a la nota j. En el trabajo 
de ellos los vínculos no se toman dirigidos. 
Con la anterior definición surge un problema y es que se pueden revolver dos líneas melódicas 
como se muestra en la Figura 12 (fragmento de la Misa Dixit María de Hans Leo Hassler), y se corre 
el riesgo de perder la coherencia melódica de cada una de ellas. 
 
Figura 12: Combinación de dos líneas melódicas en la Misa Dixit María. 
Para explorar las razones por las cuales surge una ley de potencias, aquí estudiamos la distribución 
de grado no de compendios de obras sino de obras por separado y considerando líneas melódicas 
individuales. Además de lo anterior, el análisis considera a los diferentes tipos de silencios (cada 
uno con una figura rítmica diferente y máximo hasta la duración de un compás)  como nodos, ya 
que como se dijo antes, estos son parte importante de la música. Por lo demás, se mantiene la 
misma definición de vínculo con la salvedad de que se lo va a tomar tanto dirigido como no 
dirigido para mirar las diferencias entre los dos casos y que se va a evitar revolver líneas 
melódicas. Se analizaron dos obras, el Credo de la Misa Dixit María de Hans Leo Hassler, el cual 
consta de cuatro líneas melódicas claramente separadas  (contralto, soprano, tenor y bajo) y  la 
suite 2 de Cello de J.S. Bach, la cual consta de seis partes. 
En la Suite de Cello de J.S. Bach hay relativamente pocas notas que suenan simultáneamente, en 
caso de que esto suceda, la conducción se ha tomado hacia la nota más aguda tratando de lograr 
la mayor coherencia en la línea melódica.  
La Tabla 8 muestra el grado, el grado “In” correspondiente a los vínculos que entran y el grado 
“Out” correspondiente a los vínculos que salen de los nodos, para el caso del Credo de la Misa 
Dixit María de Hans Leo Hassler. 
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Tabla 8 : Grado (suponiendo una red no dirigida), grado “in” y grado “out” para los nodos del Credo de la Misa Dixit 
María de Hans Leo Hassler. Los nodos se han ordenado de forma ascendente según la duración y la altura de las 
notas.  
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256La#1 2 1 1 768Fa3 3 2 1 2048Do2 15 7 9
256Re2 6 3 3 768La3 2 1 1 2048Re2 2 1 1
256Mi2 2 1 1 768La#3 2 1 1 2048Re#2 4 2 2
256Fa2 5 2 3 768Do4 4 2 2 2048Mi2 3 2 2
256Sol2 6 3 4 768Re#4 4 2 2 2048Fa2 15 9 9
256La2 6 3 4 1024La#1 7 5 3 2048Sol2 17 11 9
256La#2 4 2 2 1024Do2 18 10 12 2048La2 8 6 4
256Do3 3 1 2 1024Re2 15 8 9 2048La#2 8 5 5
256Re3 3 2 1 1024Re#2 7 5 5 2048Si2 2 1 1
256Re#3 2 1 1 1024Mi2 7 4 5 2048Do3 24 15 16
256Fa3 6 2 4 1024Fa2 29 20 20 2048Re3 12 7 9
256Sol3 2 1 1 1024Fa#2 2 1 1 2048Re#3 8 4 4
256La3 5 2 3 1024Sol2 26 17 19 2048Mi3 9 4 6
256La#3 4 2 2 1024La2 23 11 19 2048Fa3 21 11 12
256Si3 2 1 1 1024La#2 16 12 12 2048Sol3 16 8 10
256Do4 5 2 3 1024Si2 8 6 4 2048La3 13 6 7
256Re4 4 3 2 1024Do3 34 22 27 2048La#3 7 4 4
256Re#4 2 1 1 1024Do#3 5 3 3 2048Si3 1 1 0
512La#1 9 7 6 1024Re3 31 20 22 2048Do4 8 6 3
512Do2 15 9 8 1024Re#3 7 5 3 2048Re4 4 2 2
512Re2 13 9 10 1024Mi3 24 12 17 2048Silencio 7 5 2
512Re#2 6 3 4 1024Fa3 28 18 21 3072Do2 3 1 2
512Mi2 8 4 6 1024Fa#3 6 4 3 3072Fa2 3 2 2
512Fa2 26 16 19 1024Sol3 28 17 24 3072Sol2 3 2 1
512Sol2 16 12 10 1024La3 24 16 19 3072La2 2 1 1
512La2 26 17 20 1024La#3 17 9 10 3072Do3 5 3 2
512La#2 18 14 12 1024Si3 6 4 5 3072Re3 2 1 1
512Si2 9 6 6 1024Do4 20 13 14 3072Mi3 4 3 2
512Do3 27 18 19 1024Re4 7 3 4 3072Fa3 3 2 2
512Do#3 6 4 3 1024Re#4 3 2 2 3072Sol3 6 4 2
512Re3 24 17 15 1024Fa4 2 1 1 3072La3 3 3 2
512Re#3 7 4 3 1024Silencio 10 5 5 3072La#3 2 1 1
512Mi3 15 12 11 1536La1 2 1 1 3072Do4 4 2 2
512Fa3 23 16 18 1536La#1 4 2 2 4096La#1 2 1 1
512Fa#3 4 4 2 1536Do2 2 1 1 4096Do2 5 3 2
512Sol3 23 15 16 1536Re#2 2 1 1 4096Re2 2 1 1
512La3 22 16 16 1536Fa2 11 7 5 4096Re#2 2 1 1
512La#3 13 7 8 1536Sol2 7 5 3 4096Fa2 11 7 6
512Si3 6 4 4 1536La2 5 3 3 4096Sol2 5 2 3
512Do4 20 14 14 1536La#2 6 4 2 4096La2 2 1 1
512Re4 11 9 7 1536Do3 7 6 2 4096La#2 4 2 2
512Mi4 2 1 1 1536Do#3 2 1 1 4096Si2 2 1 1
512Silencio 19 10 9 1536Re3 9 6 3 4096Do3 7 6 3
768La#1 2 1 1 1536Re#3 4 2 2 4096Re3 4 2 2
768Re2 2 1 1 1536Mi3 2 1 1 4096Re#3 2 1 1
768Fa2 5 3 2 1536Fa3 11 8 5 4096Mi3 5 3 2
768Sol2 2 1 1 1536Sol3 7 6 2 4096Fa3 5 4 3
768La2 4 2 2 1536La3 6 5 2 4096Sol3 3 1 2
768La#2 4 2 2 1536La#3 6 4 2 4096La3 2 2 0
768Do3 3 2 1 1536Do4 7 4 3 4096La#3 2 1 1
768Re3 2 1 1 1536Re4 4 2 2 4096Do4 2 1 1
768Re#3 4 2 2 2048La#1 6 3 4 6144La#1 1 1 0
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De la Tabla 8 podemos inferir distribuciones de probabilidad para el grado (k), el grado “in” (k“in”) 
y el grado “out” (k“out”), sobre las cuales se encontró que el mejor ajuste era a una ley de 
potencias de la forma          (Figuras 13, 14 y 15). 
 
Figura 13: Distribución de grado para el Credo de la Misa Dixit María. El ajuste es a una ley de potencias de la forma: 
        , y no ha tenido en cuenta el primer punto. 
 
 
Figura 14: Distribución de grado “in” para el Credo de la Misa Dixit maría. El ajuste es a una ley de potencias de la 
forma:        , y no ha tenido en cuenta el primer punto. 
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Figura 15: Distribución de grado “out” para el Credo de la Misa Dixit maría. El ajuste es a una ley de potencias de la 
forma:        , y no ha tenido en cuenta el primer punto. 
Las Figuras 13, 14 y 15 presentan un comportamiento de ley de potencias similar a los reportados 
en [5], pero esta vez ya no para un compendio de obras sino para una obra en particular, es 
interesante notar que, al igual que las distribuciones de grado mostradas en [8] el primer punto de 
la distribución parece no seguir una ley de potencias. Además, los ajustes a una ley de potencia de 
la forma          son mejores si se separa el grado en grado “in” y grado “out”. 
Para confirmar que tratamos con leyes de potencias en las Figuras 13, 14 y 15, hacemos uso de las 
distribuciones acumulativas complementarias sobre los diferentes tipos de grado [37].  
Distribuciones de probabilidad en forma de ley de potencias (con un exponente -|b|) generan 
distribuciones acumulativas complementarias también en forma de la ley de potencias (con un 
exponente b’), de manera que ambos exponentes están relacionados por medio de: b’=1-|b| [37], 
como en nuestro caso el valor absoluto de los exponentes de las distribuciones de grado, de grado 
“In” y de grado “Out” es mayor que 1, deberíamos esperar en las distribuciones acumulativas 
complementarias exponentes negativos, cuyo valor absoluto fuera menor al encontrado en las 
distribuciones de probabilidad. Las Figuras 14, 15 y 16 muestran las distribuciones acumulativas 
complementarias para los diferentes tipos de grado, se ha hacho el ajuste a una ley de potencias 
de la forma:             para los puntos en azul; no se ha tenido en cuenta el primer punto (en 
concordancia con lo hecho en los ajustes de las distribuciones de grado) ni los puntos que 
presentaban una clara tendencia con una segunda ley de potencias. No tratamos en detalle la 
elección del punto que divide las dos leyes de potencias debido a que solo queremos cerciorarnos 
que nuestras distribuciones de grado pueden ajustarse en un rango considerable a una ley de 
potencias.   
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Figura 16: Distribución acumulativa complementaria del grado para el Credo de la Misa Dixit María. El ajuste es a una 
ley de potencias de la forma:           , y no ha tenido en cuenta el primer punto. 
 
 
Figura 17: Distribución acumulativa complementaria del grado “in” para el Credo de la Misa Dixit María. El ajuste es a 
una ley de potencias de la forma:           , y no ha tenido en cuenta el primer punto. 
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Figura 18: Distribución acumulativa complementaria del grado “out” para el Credo de la Misa Dixit María. El ajuste es 
a una ley de potencias de la forma:           , y no ha tenido en cuenta el primer punto. 
De las Figuras 16, 17 y 18 se notan leyes de potencia con exponentes negativos cuyos valores 
absolutos son menores a los encontrados para sus correspondientes distribuciones de grado. Cabe 
mencionar que los exponentes b’ no coinciden con 1-|b| porque en el ajuste no se han tenido en 
cuenta los mismos puntos que se tuvieron en cuenta en el caso de las distribuciones de grado.  
La Tabla 9 muestra el grado, el grado “In” correspondiente a los vínculos que entran a los nodos y 
el grado “Out” correspondiente a los vínculos que salen de los nodos para el caso del la suite de 
Cello Nº2 de J.S. Bach. 
 
 
56 
 
 
Tabla 9: Grado (suponiendo una red no dirigida), grado “in” y grado “out” para los nodos de la Suite Nº2 de Cello de 
J.S. Bach. Los nodos se han ordenado de forma descendente según su grado nodal.  
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256La2 43 30 33 256Mi1 7 3 5 1280La2 2 1 1
256Re2 36 24 29 256Fa3 7 5 6 512Do2 2 1 1
256Sol2 35 24 32 1024Re2 7 3 4 768Do3 2 1 1
256Mi2 33 24 21 512La#1 6 3 4 768La#2 2 2 1
256Fa2 30 25 23 768La2 6 2 4 512Fa1 2 1 1
512La2 26 17 17 768La1 6 3 3 1280Do2 2 1 1
256La#2 23 18 15 512Mi3 6 4 3 768Fa3 2 1 1
512Re2 22 14 13 3072Re2 6 2 4 512Do#1 2 1 1
512Sol2 22 14 15 256Sol#1 5 3 4 1280Sol2 2 1 1
256Re3 21 17 15 3072Do#3 5 3 3 512Mi1 2 1 1
512La1 20 12 12 512Sol#2 5 3 3 768Sol#2 2 1 1
512Mi2 20 12 14 1536Mi2 5 3 2 768Si2 2 1 1
512Fa2 19 13 10 512Do#3 5 2 4 768Mi2 2 2 1
256La1 19 14 15 2048La2 5 4 1 512Re1 2 1 1
256Mi3 19 16 8 1024Sol2 5 3 3 1280Do#2 2 1 1
512La#2 19 11 11 512Fa3 5 3 3 1280Do3 2 1 1
256La#1 18 10 16 1024Fa#2 5 3 2 1536Do#2 2 1 1
256Sol1 16 11 12 1280Re2 4 2 2 512Do1 2 1 1
512Re3 16 9 7 256Re#3 4 3 4 768Fa#2 2 1 1
256Do3 15 14 9 512Sol#1 4 2 2 512Re#3 2 1 1
256Do2 15 14 10 1280Re3 4 2 2 1536Sol2 2 1 1
256Si2 15 10 12 256Fa#3 4 3 3 128Fa2 2 1 1
512Do3 14 8 9 768Sol2 4 2 2 128Sol2 2 1 1
1024La2 14 8 8 768Re2 4 3 1 2048Re1 2 1 1
256Do#3 13 8 12 256Do1 4 2 2 512Fa#3 2 1 1
256Sol#2 12 9 9 1536Fa2 4 2 3 2048La#2 2 1 1
512Do#2 12 7 8 1536La2 4 2 2 512Fa#1 2 1 1
512Sol1 12 6 6 1536La#2 4 2 2 1024Si4 2 1 1
1024Re3 12 7 6 1536Re3 4 2 2 1024Do2 2 1 1
1024Do#3 12 7 7 1024La#2 4 2 2 1024Fa1 2 1 1
256Re#2 11 9 8 1024Mi3 4 2 2 1024Mi1 2 1 1
256Do#2 10 9 7 1024Mi2 4 2 2 2048Silencio 2 1 1
256Re1 10 7 6 1024Do#2 4 2 2 1024Silencio 2 1 1
256Fa1 10 5 7 768Mi3 3 2 2 1280La#2 1 1 1
512Fa#2 10 8 6 256Fa#1 3 2 3 768Re#2 1 1 1
512Si2 10 7 6 768Re1 3 1 2 256Re#1 1 1 1
256Si1 9 7 9 2048Fa1 3 1 2 3072Re3 1 1 1
256Fa#2 9 7 4 512Re#2 3 1 2 1536Do3 1 1 1
512Si1 8 6 4 2048Do#3 3 2 1 1024Fa#1 1 1 1
1024Fa2 8 4 4 3072Mi2 3 1 2 1024Re#1 1 1 1
1024Do3 8 5 5 1024Sol1 3 2 2 1024Re1 1 1 0
768Re3 7 4 3 1024La1 3 1 2
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La Figura 19 muestra el digrafo de la suite de Cello 2 de J.S. Bach para la relación de tonos 
sucesivos.  
De esta figura se nota que hay pocos nodos de grado alto y bastantes nodos de grado bajo, 
propiedad característica de distribuciones de grado de tipo de ley de potencias. 
 
 
Figura 19: Digrafo para la suite de Cello 2 de J.S. Bach según la relación de tonos sucesivos. El tamaño de los nodos se 
ha tomado proporcional al grado nodal y el grosor de la línea a la fortaleza del vínculo. 
La  Figura 20 muestra la distribución de grado (suponiendo que la red es no dirigida) para el caso 
de la Suite de Cello 2 de J.S. Bach. Se nota la tendencia hacia una ley de potencias, donde de nuevo 
el primer punto (     no sigue dicha tendencia, sin embargo en las Figuras 21 y 22 (Distribución 
de  rado “in” y de grado “out” respectivamente) se nota una mejora considerable en el ajuste a 
una ley de potencias, además de que el primer punto ahora si sigue dicha tendencia.  
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Figura 20: Distribución de grado para la Suite 2 de Cello de J.S. Bach. El ajuste no ha tenido en cuenta el primer punto. 
 
 
Figura 21: Distribución de grado “in” para la Suite 2 de Cello de J.S. Bach. 
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Figura 22: Distribución de grado “out” para la Suite 2 de Cello de J.S. Bach. 
Los anteriores resultados nos llevan a pensar que el sistema queda mejor comprendido si se tiene 
en cuenta la direccionalidad del vínculo 
 
Tabla 10: Ajuste a una ley de potencias de la forma          para el caso de la Suite Nº2 de Cello de J.S. Bach sin 
considerar los silencios como nodos. 
Por otra parte, comparando los parámetros de las Figuras 20, 21 y 22 con los mostrados en la 
Tabla 10 (que no considera los silencios), se nota que el coeficiente de determinación R2 es un 
poco mejor cuando se consideran los silencios que cuando no, lo anterior para los tres tipos de 
distribuciones de grado. 
Finalmente, procediendo de forma similar a como se hizo en el caso del Credo de la Misa Dixit 
María de Hans Leo Hassler, la Tabla 11 muestra los ajustes a leyes de potencias para las 
distribuciones acumulativas complementarias de la Suite 2 de Cello de J.S. Bach en el caso de los 
distintos tipos de grado. A diferencia de lo hecho en el caso del Credo de la Misa Dixit María de 
Hans Leo Hassler, esta vez se han tomado todos los puntos para realizar el ajuste (a excepción del 
primero en la distribución de grado   en concordancia con el ajuste hecho en la Figura 20), lo 
anterior con el ánimo de demostrar que aún en este caso los coeficientes de determinación    
(para una ley de potencias) siguen siendo razonablemente buenos. 
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Tabla 11: Coeficientes de determinación    correspondientes al ajuste a una ley de potencias para distribuciones 
acumulativas complementarias sobre los distintos tipos de grado en el caso de la Suite 2 de Cello de J.S. Bach. 
 
4.6  Consideraciones adicionales sobre las 
relaciones dirigidas 
La relación estudiada en la sección (4.5), en particular cuando no se consideran los silencios como 
nodos, está relacionada con lo que en música se conoce como intervalo musical melódico, sin 
embargo la analogía no es exacta ya que, primero, estaríamos despreciando la parte rítmica del 
nodo y, segundo, un mismo intervalo musical se puede presentar entre diferentes pares de nodos, 
esto se debe a que podemos formar intervalos musicales iguales en diferentes registros del 
instrumento (y por ende en diferentes tonalidades). Por lo tanto, para aplicar el formalismo de la 
física estadística es importante relacionar los vínculos con alguna cantidad, ya sea física, 
psicoacústica o de los grafos, que nos dé información no sólo del intervalo melódico sino que nos 
permita distinguir entre todas las formas en que se puede lograr un mismo intervalo.  
Además de lo anterior, el hecho de que la direccionalidad del vínculo sea importante nos lleva a 
pensar que también se debe distinguir entre intervalos melódicos ascendente y descendente.  De 
esta problemática nos encargaremos en el Capítulo 5. 
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Capítulo 5 
Construcción de una cantidad que  
relaciona la consonancia tonal con la 
longitud del intervalo musical  
En concordancia con lo planteado en la Sección 4.6, un concepto que permite distinguir entre 
intervalos iguales producidos por pares de alturas distintos es el de consonancia tonal [25]. Si 
pudiéramos relacionar este concepto con el de longitud de intervalo musical (Anexos: Sección 
A.5), y además distinguiéramos entre intervalos musicales ascendentes y descendentes, 
tendríamos una cantidad para llevar a cabo los análisis de física estadística más allá de las 
propiedades topológicas de los grafos. 
El concepto de consonancia tonal ha sido estudiado principalmente para intervalos musicales 
armónicos, es decir para aquellos intervalos que se forman por sonidos simultáneos, sin embargo 
se ha encontrado que los músicos tienden a aplicar las mismas reglas para juzgar la consonancia 
tonal (también llamada sensorial [24; 38]) tanto de sonidos sucesivos como de sonidos 
simultáneos, asignándoles niveles de consonancia similares. Por este motivo procedemos a 
analizar el fenómeno de consonancia de dos sonidos simultáneos y luego a aplicar los resultados a 
sonidos sucesivos. Asumimos, al aplicar el concepto de consonancia tonal a sonidos sucesivos, que 
la consonancia tonal no depende de la figura rítmica de las notas sino de las transiciones entre 
alturas sucesivas (similar al concepto de intervalo musical melódico). 
Desde la época de Pitágoras las cantidades físicas han servido como parámetro para medir 
cantidades asociadas a la percepción de la música, como en el caso de la consonancia. Por 
ejemplo, el cociente entre las frecuencias fundamentales de dos ondas producidas por cuerdas de 
igual densidad, sometidas a la misma tensión y con una relación entre sus longitudes (y por ende 
sus frecuencias) igual al cociente entre dos números naturales pequeños fue propuesto por el 
mismo Pitágoras para generar dos sonidos consonantes. Este criterio ha sido utilizado para 
construir escalas musicales como la justa y la pitagórica. 
Por otra parte, la diferencia de frecuencias para dos tonos puros se ha relacionado con el concepto 
de consonancia tonal, mientras que la diferencia de las frecuencias fundamentales de dos tonos 
complejos ha sido utilizada como parámetro para medir la consonancia tonal total de los dos 
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sonidos [25], esto se puede lograr, por ejemplo, estableciendo cuántos y cuáles de armónicos 
tienen las dos ondas [25]. 
Surge entonces una pregunta interesante, ya que el valor absoluto de la diferencia de las 
frecuencias fundamentales (debido a que no tiene sentido considerar el signo cuando los dos 
sonidos suenan simultáneamente) ha sido utilizado como parámetro para estudiar la consonancia 
tonal total, y ya que sabemos que la forma en que se encuentra afinada la escala justa (que se ha 
escogido porque tiene una relación de frecuencias con números naturales más pequeños que la 
pitagórica) ¿Qué nueva información podemos extraer de la suma de las frecuencias fundamentales 
para el caso de la afinación justa?  
Nos hemos preguntado por la suma de frecuencias  ya que cuando superponemos dos ondas de 
frecuencias         con igual amplitud y fase, aparece una frecuencia rápida              
modulada por una frecuencia lenta             , la frecuencia lenta tiene una clara 
correspondencia con la frecuencia de las fluctuaciones de amplitud máxima (   ) y la podemos 
relacionar directamente con la consonancia tonal, sin embargo sobre la suma de frecuencias no 
sabemos nada. 
5.1 Relación entre la suma y la diferencia de 
frecuencias en la escala justa 
Helmholtz estableció que el oído humano es capaz de analizar los tonos complejos en 
componentes sinusoidales [25]. De otra parte, Plump and Levelt encontraron que efectivamente 
existe una relación entre la consonancia tonal y los batidos que surgen al superponer dos sonidos, 
por lo que la cantidad          ha sido relacionada con la consonancia tonal tanto para tonos 
puros como para tonos complejos con frecuencias fundamentales    y    [25]. 
Ahora volvamos a Pitágoras y su propuesta de consonancia: 
 
  
  
 
 
 
            (66) 
 
La Tabla 12 muestra los valores de   y  utilizados para generar los intervalos menores o iguales a 
una octava en el caso de la escala justa. Para generar intervalos más grandes simplemente se 
multiplicará el valor de   de la octava inmediatamente anterior por dos. Se ha hecho el análisis 
para la escala justa porque presenta una relación de números enteros más pequeños en 
comparación con la escala Pitagórica (ver Secciones 2.3.2 y 2.3.3). En la Tabla 12 también se ha 
introducido el porcentaje de error del cociente de frecuencias de la afinación justa con respecto al 
de la afinación temperada, el cual es en todos los casos menor al 1.0%. El ánimo de establecer este 
porcentaje de error es que en el Capítulo 6 usaremos los resultados encontrados para la escala 
justa en el análisis de obras que se encuentran en afinación temperada.  
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Tabla 12: Intervalos menores o iguales a una octava para las escalas justa y temperada, y porcentaje de error de la 
afinación justa con respecto a la temperada. Valores de n y m utilizados para formar los intervalos musicales en la 
escala justa [29]. Se ha tomado         
Escribiendo la diferencia y la suma de las frecuencias fundamentales a partir de la relación de 
Pitágoras tenemos: 
                       y                          (67) 
 
De las dos ecuaciones anteriores, para     (es decir sin considerar el unísono), llegamos a 
 
                          ,       
 
(68) 
donde vemos que en la escala justa la suma y la diferencia de las frecuencias fundamentales se 
encuentran relacionadas por un factor que depende de los valores de   y . 
Adicionalmente, encontramos que existe una relación entre la cantidad             y la 
longitud del intervalo musical medido en semitonos   dado por los valores de   y . Dicha 
relación se puede explicar en dos partes: Una ley de potencias y una exponencial. Para los 
intervalos que van desde 1 semitono a 36 (3 octavas) (Figura 23), la relación sigue una ley de 
potencias de la forma:             a     con ajuste de          , mientras que para 
los intervalos superiores a tres octavas y hasta un máximo de 87 semitonos, teniendo como 
modelo un piano de 88 teclas, la relación que se tiene es de tipo exponencial (Figura 24) con 
también un muy buen ajuste dado por un coeficiente de determinación          .  
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Figura 23: Relación que existe entre la cantidad             y la longitud del intervalo musical ( ) medido en 
semitonos para intervalos de hasta tres octavas (36 semitonos) para el caso de la escala justa. Se sigue una ley de 
potencias de la forma                      
 
Figura 24: Relación que existe entre la cantidad             y la longitud del intervalo musical ( ) medido en 
semitonos para intervalos desde 37 semitonos hasta 87 para el caso de la escala justa. Se sigue una ley de exponencial 
de la forma                        . 
La Figura 24 muestra que la mejor aproximación corresponde a una función exponencial de la 
forma                        . 
Se ha tomado como punto para dividir las dos gráficas los 36 semitonos. La razón que tomamos 
para la elección de este punto es que el promedio de los dos coeficientes de determinación, 
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        para la exponencial y         para la ley de potencias, es el máximo posible (       ). 
Para ver el análisis detallado de esta elección véase los Anexos: Sección A.3, donde se presenta el 
comportamiento de los coeficientes de determinación en función del punto donde se separen la 
ley de potencias de la exponencial. 
Es importante mencionar que los ajustes a una ley de potencias, de 1 a 36 semitonos, y a una 
exponencial, de 37 a 87 semitonos, siguen siendo aplicables para el caso de la afinación pitagórica 
con parámetros y coeficientes de determinación similares a los que se encontraron para la escala 
justa, para un mayor detalle sobre este punto véase los Anexos: Sección A.4. En este punto es 
importante mencionar que el análisis no se hizo para la afinación temperada ya que esta última 
basa su construcción en números irracionales (Sección 2.4.4), por lo que los cocientes entre 
frecuencias también vienen dados por números irracionales, los cuales no se pueden expresar 
mediante una fracción impidiéndonos conocer los números   y . 
Dado que en las líneas melódicas estudiadas en esta tesis, el ámbito de las melodías no supera las 
tres octavas, lo que implica que los intervalos melódicos que se pueden formar no van a superar 
los 36 semitonos, utilizaremos la relación correspondiente a la ley de potencias en lo que prosigue 
de este trabajo.  
Por tanto, la expresión (68) se puede reescribir de la forma: 
           
            
                    
 
(69) 
 
con                ,   =             y     
              
              
      
La expresión (69) nos muestra que, para el caso de la afinación justa, estudiando la suma de las 
frecuencias fundamentales de dos sonidos podemos estudiar la diferencia de las mismas por 
unidad de longitud del intervalo musical medido en semitonos (ya que el parámetro   es 
aproximadamente igual a -1). 
5.2 Diferencia de los cuadrados de las 
frecuencias 
Al momento de extender el concepto de la suma de frecuencias del caso armónico al caso 
melódico, encontramos el inconveniente de que no podemos distinguir entre intervalos 
ascendentes y descendentes, ya que la suma nos da el mismo valor.  Una forma de resolver el 
problema anterior es multiplicar a ambos lados de la expresión (69) por la diferencia de 
frecuencias, lo que resulta en una expresión de la forma 
   
    
                  
        
   (70) 
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con lo que logramos un doble beneficio: por un lado, si tomamos la convención        y  
        (donde   y     hacen referencia al orden cronológico en que suenan las dos 
frecuencias) tenemos que la cantidad   
    
  es positiva para intervalos ascendentes y negativa 
para descendentes (          respectivamente), con lo que logramos distinguir entre estos 
dos tipos de intervalos. Por otro lado, de la ecuación (70) se nota que esta cantidad depende del 
cuadrado de la diferencia de frecuencias lo que tiene implícito que depende del valor absoluto de 
la diferencia de las mismas, lo cual es importante para relacionarlo con el concepto de 
consonancia tonal. 
Además de lo anterior, esta elección cumple con la función de distinguir entre un mismo intervalo 
musical tocado en diferentes partes del registro (salvo el unísono), como se nota de las Figuras 22 
y 23.  
 
 
Figura 25: Relación entre la diferencia de los cuadrados de las frecuencias fundamentales    
    
   y la longitud del 
intervalo musical medido en semitonos.  
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Figura 26: Relación entre la diferencia de los cuadrados de las frecuencias fundamentales    
    
   y la longitud del 
intervalo musical medido en semitonos. El eje de las abscisas se ha tomado logarítmico para apreciar mejor los 
primeros puntos. 
En cuanto al intervalo correspondiente al unísono, se ha optado por asociarle el valor 0 de la 
cantidad   
    
 , lo cual resulta lógico pues:   
    
    . Sin embargo es de notar que cuando 
hacemos esto ya no podemos distinguir de donde proviene cada uno de estos unísonos, lo que nos 
genera una degeneración. 
Otra característica interesante de esta cantidad es que corresponde a la diferencia de densidad de 
energía promedio por ciclo trasportada por las componentes fundamentales de la onda, 
suponiendo que las dos ondas tienen igual amplitud (en concordancia con la ecuación (65)) y 
considerando que se propagan en el mismo medio. Es decir, si tenemos una onda de frecuencia    
que viaja a través del aire, la densidad promedio de energía acústica por ciclo, viene dado por 
(Anexos: Sección A.3): 
     
 
 
    
      
     
    
    
  
 
    
  
 (71) 
 
Donde     hace referencia a la energía acústica promedio,   al volumen,      a la densidad del 
aire,        y     a la amplitud máxima del desplazamiento de las partículas. Tenemos que la 
diferencia de densidades de energía acústica por ciclo, y por ende las diferencias de energías (si se 
integra sobre el mismo volumen), es proporcional a la diferencia de los cuadrados de las 
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frecuencias. Vista así, nuestra cantidad   
    
  es sólo el resultado de asignarle a cada altura la 
densidad de energía acústica por ciclo, en lugar de un número como se hace en el caso de los 
intervalos musicales y luego, en analogía a lo hecho para un intervalo musical (Sección A.2), restar 
las cantidades que se asociaron. 
Que nuestra cantidad tenga la misma forma funcional de la energía promedio por ciclo 
transportada por una onda es muy atractivo debido a la conocida conservación de la energía en 
física, sería sorprendente que sobre esta cantidad también se encontraran reglas de conservación, 
las cuales  podrían ser interpretadas dentro de un contexto musical. 
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Capítulo 6 
Estudio de las transiciones entre 
alturas sucesivas en líneas 
melódicas de música clásica 
  
Debido a que nuestro cerebro ha sido entrenado para interpretar y almacenar una melodía como 
una secuencia de transiciones de alturas [2], suponiendo que en las líneas melódicas que 
estudiaremos las transiciones entre alturas sucesivas se realizan todas de forma similar, y 
considerando que los efectos que queremos observar son debidos al uso de los intervalos 
musicales y de la consonancia tonal, desacoplamos en las notas la componente de altura de la 
rítmica. Optamos por tomar las notas según la frecuencia fundamental de cada una, que 
corresponde unívocamente a elegir para cada nota la densidad de energía acústica por ciclo dada 
en términos del cuadrado de la frecuencia fundamental (Anexos: Sección A.5). Caracterizamos las 
transiciones entre alturas sucesivas de una forma similar a como se hace en el caso de intervalos 
melódicos (Anexos: Sección A.5), es decir tomando para cada par de alturas sucesivas la diferencia 
de la cantidad asociada a la última nota escuchada y la cantidad asociada a la primera (es decir la 
diferencia de los cuadrados de las frecuencias fundamentales correspondientes a alturas 
sucesivas). Como se vio en la sección 5.2, las transiciones ascendentes (la segunda nota escuchada 
es más aguda que la primera) tendrán asociadas cantidades positivas, y las transiciones 
descendentes (la segunda nota escuchada es más grave que la primera) tendrán asociadas 
cantidades negativas. 
Cabe mencionar que para asignar las frecuencias fundamentales se tomó como estándar el La de 
440.0000 Hz (se trabajo con cuatro cifras decimales), a partir del cual se construyó  una afinación 
temperada igual de 12 sonidos ya qué ésta es la más usada en la afinación de instrumentos [2].  
6.1  Elección de obras o fragmentos  
Para este análisis elegimos ocho obras o fragmentos, pensando en tener una rica variedad de 
instrumentos en diferentes registros. 
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Missa Super Dixit Maria (Hans Leo Hassler) : Esta obra está conformada por varias partes (Kyrie, 
Gloria, Credo, Sanctus, Benedictus y Agnus Dei). El Credo de esta obra fue estudiado en el caso 1. 
Las razones para su elección son las mismas que se dieron anteriormente. Consta de 4 líneas 
melódicas , una por cada voz: soprano, contralto, tenor y bajo. 
Concierto Brandemburgués No. 3 en Sol mayor, BWV 1048 (Johann Sebastian Bach): Se escogió 
esta obra ya que la textura polifónica tiene una relativa independencia entre las líneas melódicas 
de cada instrumento. Consta de 11 líneas melódicas: tres violines, tres violas, tres violonchelos, un 
violón y un clave. 
Suite No. 1 en Sol mayor BWV 1007 (Johann Sebastian Bach): Se escogió debido a que es una obra 
relativamente extensa para un solo instrumento y porque presenta muchas más notas sucesivas 
en comparación con el número de notas simultáneas. 
Suite No. 2 en Re menor BWV 1008 (Johann Sebastian Bach): Se escogió debido a que es una obra 
relativamente extensa para un solo instrumento y porque presenta muchas más notas sucesivas 
en comparación con el número de notas simultáneas. 
Primer movimiento (Allemande) de la Partita en A menor, BWV 1013 (Johann Sebastian Bach): Se 
escogió esta obra ya que es para un instrumento melódico (flauta) [36] y porque la partitura no 
presenta notas simultáneas lo que da como resultado una línea melódica sin ninguna  
ambigüedad. 
 
Concierto de Piccolo RV444 (Antonio Vivaldi, Arreglo de Gustav Anderson): Se escogió la línea 
melódica del Piccolo de esta obra, debido a que el Piccolo es un instrumento melódico, lo que 
evita ambigüedades en la determinación de la línea melódica. 
Sonata KV 545 (Mozart): Se tomó el pentagrama superior de esta obra como una línea melódica, 
asumiendo que la mayor parte del contenido melódico lo toca la mano derecha, mientras que el 
acompañamiento se hace principalmente con la mano izquierda. 
La adquisición de los datos de las obras anteriores se hizo directamente desde la partitura y de la 
misma forma explicada en la Sección 4.2.3. 
Arreglo para flauta del entreacto del acto IV de “Carmen”  (Georges Bizet): Se escogió esta obra ya 
que es para un instrumento melódico. El archive MIDI fue descargado de 
http://www4.osk.3web.ne.jp/~kasumitu/eng.htm el 6 de Julio de 2010 y los datos fueron 
procesados de acuerdo al procedimiento explicado en la Sección 4.2.3.  
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6.2 Distribuciones acumulativas complementa-
rias para transiciones ascendentes y descen-
dentes 
Analizando las distribuciones de probabilidad sobre cantidad   
    
  (donde   y   hacen 
referencia a alturas sucesivas, e   suena primero que  ) en líneas melódicas reales, podemos 
explorar el tratamiento que el compositor le da a los intervalos melódicos, así como el manejo de 
la consonancia tonal en la obra.  
Para establecer las distribuciones de probabilidad sobre la cantidad   
    
  en cada obra, 
tomamos las distribuciones acumulativas complementarias [37]. Para no alterar la definición de 
distribución acumulativa complementaria, se tomó el valor absoluto de las transiciones   
    
  
descendentes. Cabe mencionar que el unísono ha sido tenido en cuenta tanto en las distribuciones 
acumulativas  complementarias ascendentes como en las descendentes. 
Se encontraron ajustes de las distribuciones acumulativas complementarias a funciones 
exponenciales de la forma:  
     
    
     
     
    
    
, 
 
(72) 
tanto para transiciones ascendentes como descendentes. 
Se ha distinguido entre las distribuciones para transiciones ascendentes y las distribuciones para 
transiciones descendentes en analogía con las distribuciones de grado “In” y grado “Out”.   
Las Figuras 27, 28, 29 y 30 muestran las distribuciones acumulativas complementarias para dos 
casos típicos, el Concierto de Piccolo de Vivaldi y la línea melódica del Tenor de la Misa Dixit María 
de Hans Leo Hassler, el resto de la información se presenta en las Tablas 13, 14 y 15 donde se 
utiliza el signo (+) para referirse a las distribuciones ascendentes y el signo (–) para referirse a las 
descendentes. 
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Figura 27: Distribución acumulativa complementaria correspondiente a las transiciones ascendentes del Concierto de 
Piccolo. 
 
Figura 28: Distribución acumulativa complementaria correspondiente a las transiciones descendentes del Concierto 
de Piccolo. 
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Figura 29 Distribución acumulativa complementaria correspondiente a las transiciones ascendentes de la línea 
melódica del Tenor de la Misa dixit María de Hans Leo Hassler. 
 
 
Figura 30: Distribución acumulativa complementaria correspondiente a las transiciones descendentes de la línea 
melódica del Tenor de la Misa dixit María de Hans Leo Hassler. 
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Tabla 13: Ajustes de las distribuciones acumulativas complementarias a una función exponencial de la forma:  
       
    
      para el caso de la Misa Dixit María de Hans Leo Hassler   El signo “+” hace referencia a las transiciones 
ascendentes y el signo “-“ a las descendentes. 
 
 
 
Tabla 14: Ajustes de las distribuciones acumulativas complementarias a una función exponencial de la forma:  
       
    
     para el caso de la Suite 1 y la Suite 2 de J.S. Bach, el arreglo para flauta del entreacto IV de Carmen de 
George Bizet, la sonata KV 545 de Mozart, el primer movimiento de la Partita BWV 1013 de J.S. Bach y el Concierto de 
Piccolo de Vivaldi. El signo “+” hace referencia a las transiciones ascendentes y el signo “-“ a las descendentes. 
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Tabla 15: Ajustes de las distribuciones acumulativas complementarias a una función exponencial de la forma:  
       
    
     para el caso del Concierto Brandemburgués Nº 3 en Sol mayor, BWV 1048 de J.S. Bach. El signo “+” hace 
referencia a las transiciones ascendentes y el signo “-“ a las descendentes. 
 
6.3  Distribuciones de probabilidad para 
transiciones ascendentes y descendentes 
Se presentan las distribuciones de probabilidad para transiciones ascendentes y descendentes 
haciendo uso de histogramas, en el primer caso se presentan en histogramas separados y luego en 
un mismo histograma. 
6.3.1 Distribuciones para transiciones ascendentes y 
descendentes en histogramas separados   
Distribuciones acumulativas complementarias de la forma (72) y (73) corresponden a 
distribuciones de Probabilidad de tipo exponencial [37]. Sin embargo estas distribuciones no se 
pueden ver punto a punto, la razón es que el número de estados accesibles es del mismo orden 
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que el número de transiciones que hay en una línea melódica. Esto es, si tomamos el ámbito de la 
línea melódica y formamos todos los posibles pares de alturas que se pueden formar dentro de 
ese ámbito, el número de parejas es del mismo orden del número de transiciones presentes en la 
línea melódica. Para resolver este problema tenemos que utilizar histogramas, debido a que las 
distribuciones acumulativas complementarias indican distribuciones de probabilidad tipo 
exponencial, es útil tomar un criterio para el ancho de la ventana del histograma (Bin)  que nos 
permita distinguir de la mejor manera tal comportamiento. El criterio de Sturges [39] resultó útil 
para tal propósito, por lo que todos los histogramas se construyeron a partir de este criterio:  
 
     
                              
       
         
 
(73) 
donde    hace referencia a un dato en particular y N al número total de datos. 
Cabe mencionar que también se eligió el criterio de Sturges porque prácticamente todos los 
criterios de “binización” parten del supuesto que a mayor número de datos el ancho del Bin 
disminuye hasta volverse prácticamente cero, debido a que en nuestro sistema los estados 
accesibles en los que se puede encontrar una transición son discretos, existe un límite de 
resolución para el ancho del Bin sin importar el número de datos, más allá del cual el ancho de 
éste va a ser más pequeño que la mayor distancia entre dos estados accesibles, con lo que 
correríamos el riesgo de no poder observar el comportamiento exponencial de la mejor manera.  
Nos decidimos entonces por un criterio que nos permitiera tener en cuenta el efecto estadístico 
pero que a su vez tuviera la dependencia más moderada entre el ancho de Bin y el número de 
datos N, tal criterio resultó ser el criterio de Sturges [39]. 
Las Figuras 31, 32, 33 y 34 muestran las distribuciones de probabilidad sobre la cantidad     para 
algunos casos: La Suite 1 de Cello de J.S. Bach y el primer movimiento de la Partita BWV 1013 de 
J.S. Bach, con la notación     se hace notar que las distribuciones ya no se hacen punto a punto 
sino en un determinado ancho de Bin. Cabe mencionar que los Bins se empezaron a contar desde 
cero tanto para las distribuciones de transiciones ascendentes como para las descendentes, es 
decir el Bin [0,|BinAscendnete|) siempre se considero en las ascendentes y el bin (-|BinDescendnete|,0] 
siempre en las descendentes. 
Las Tablas 16, 17 y 18 muestran el ajuste a distribuciones de probabilidad de la forma: 
     
         
    
 
(74) 
para las transiciones ascendentes, y de la forma: 
     
        
    
 
(75) 
para las descendentes, en el caso de todas las obras o fragmentos analizados. 
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Figura 31: Distribución de probabilidad correspondiente a las transiciones  ascendentes de la Suite 1 de J.S. Bach. 
Nótese que en esta figura es evidente que el ajuste tiene más en cuenta a los puntos con mayor probabilidad que a 
los puntos con menor probabilidad, esto se debe a que la relación entre las variables no es lineal sino exponencial 
[40].   
 
 
Figura 32: Distribución de probabilidad correspondiente a las transiciones  descendentes de la Suite 1 de J.S. Bach. 
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Figura 33: Distribución de probabilidad correspondiente a las transiciones ascendentes  de la Partita BWV 1013 de J.S. 
Bach. 
 
 
 
Figura 34: Distribución de probabilidad correspondiente a las transiciones descendentes de la Partita BWV 1013 de 
J.S. Bach.  
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Tabla 16: Ajustes a las distribuciones de probabilidad que muestran un  buen ajuste a un comportamiento 
exponencial para el caso de la Misa Dixit María de Hans Leo Hassler.  
 
 
Tabla 17: Ajustes a las distribuciones de probabilidad que muestran un  buen ajuste a un comportamiento 
exponencial para el caso de la Suite 1 y la Suite 2 de J.S. Bach, el arreglo para flauta del entreacto IV de Carmen de 
George Bizet, la sonata KV 545 de Mozart, el primer movimiento de la Partita BWV 1013 de J.S. Bach y el Concierto de 
Piccolo de Vivaldi.  
 
Al aplicar el criterio de Sturges para el caso del arreglo del Entreacto IV de Carmen de Bizet se 
ha tomado el segundo máximo tanto en las transiciones ascendentes como en las 
descendentes. La razón es que si se tomaba el primer máximo quedaba un número 
considerable de Bins vacíos. 
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Tabla 18: Ajustes a las distribuciones de probabilidad que muestran un  buen ajuste a un comportamiento 
exponencial para el caso del Concierto Brandemburgués No. 3 en Sol mayor, BWV 1048 de J.S. Bach. 
6.3.2 Distribuciones para transiciones ascendentes y 
descendentes en un mismo histograma   
Hasta ahora hemos separado en histogramas diferentes las transiciones ascendentes y las 
descendentes. Con el fin de poder comparar en cada línea melódica las distribuciones para 
transiciones ascendentes y descendentes es necesario presentar ambas distribuciones en un 
mismo histograma (con un mismo ancho de Bin). Debido a que los unísonos tienen gran 
importancia tanto en las distribuciones de transiciones ascendentes como descendentes, para 
poder presentar los datos en un solo histograma estos no se deben contados dos veces.  
Para resolver el problema  (pensando en alterar lo menos posible el comportamiento ya 
observado)  hemos optado por contar la mitad de los ceros como ascendentes y la otra mitad 
como descendentes, si el número de ceros resulta impar, el cero de más se cuenta arbitrariamente 
como ascendente. Luego de esto se aplicó el criterio de Sturges tanto para las transiciones 
ascendentes como para las descendentes y, teniendo estos dos Bins, se tomó el promedio 
aritmético entre ambos, el cual se utilizó como nuevo Bin para presentar transiciones ascendentes 
y descendentes en un mismo histograma. De nuevo los Bins se empezaron a contar desde cero 
tanto para las distribuciones de transiciones ascendentes como para las descendentes. 
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Es claro que la efectividad de este método depende en gran medida de la cantidad de unísonos 
que existan en la obra o el fragmento. Las Figuras 35 y 36 muestran las distribuciones de 
probabilidad (unificando el ancho de Bin para transiciones ascendentes y descendentes) para 
algunos casos: la Suite 2 de Cello de J.S. Bach y el violín 1 del Concierto Brandemburgués No. 3 en 
Sol mayor, BWV 1048 de J.S. Bach. 
 
Figura 35: Distribuciones de probabilidad de transiciones ascendentes y descendentes presentadas en un mismo 
ancho de Bin para el caso de la Suite 2 de Cello de J.S. Bach. El símbolo que apunta hacia arriba hace referencia a las 
transiciones ascendentes y el que apunta hacia abajo a las descendentes. Se presentan además los ajustes a funciones 
exponenciales tanto para las transiciones ascendentes como para las descendentes. 
 
 
Figura 36: Distribuciones de probabilidad de transiciones ascendentes y descendentes presentadas en un mismo 
ancho de Bin para el violín 1 del Concierto Brandemburgués No. 3 en Sol mayor, BWV 1048 de J.S. Bach. El símbolo 
que apunta hacia arriba hace referencia a las transiciones ascendentes y el que apunta hacia abajo a las 
descendentes. Se presentan además los ajustes a funciones exponenciales tanto para las transiciones ascendentes 
como para las descendentes. 
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Las Tablas 19, 20 y 21 muestran los ajustes a distribuciones exponenciales del tipo (74) y (75) para 
un ancho de Bin unificado, así como el porcentaje de unísonos (Ceros) presentes en cada una de 
las líneas melódicas en el caso de todas las obras o fragmentos analizados. Se nota que el hecho 
de tomar solo la mitad de los ceros tanto para transiciones ascendentes como descendentes 
afecta más a la música vocal (Misa Dixit María). 
 
Tabla 19: Ajustes de las distribuciones de probabilidad de transiciones ascendentes y descendentes presentadas en un 
mismo ancho de Bin para el caso de la Misa Dixit María de Hans Leo Hassler.  
 
 
Tabla 20: Ajustes de las distribuciones de probabilidad de transiciones ascendentes y descendentes presentadas en un 
mismo ancho de Bin para el caso de para el caso de la Suite 1 y la Suite 2 de J.S. Bach, el arreglo para flauta del 
entreacto IV de Carmen de George Bizet, la sonata KV 545 de Mozart, el primer movimiento de la Partita BWV 1013 
de J.S. Bach y el Concierto de Piccolo de Vivaldi.  
Para el arreglo del Entreacto IV de Carmen de Bizet se ha tomado el segundo máximo, tanto en las 
transiciones ascendentes como en las descendentes, para aplicar el criterio de Sturges y luego 
unificar el ancho de Bin, la razón es que si se tomaba el primer máximo quedaba un número 
considerable de Bins vacíos. 
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Tabla 21 Ajustes a las distribuciones de probabilidad de transiciones ascendentes y descendentes presentadas en un 
mismo ancho de Bin para el caso del Concierto Brandemburgués No. 3 en Sol mayor, BWV 1048 de J.S. Bach. 
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Capítulo 7 
Modelo mecánico estadístico  
En este capítulo se presenta el proceso realizado para la construcción de un modelo mecánico 
estadístico que explique en alguna medida las distribuciones encontradas experimentalmente en 
líneas melódicas. 
7.1 Factor de escala y melodía aleatoria  
Los resultados obtenidos en el Capítulo 6 muestran que las distribuciones de probabilidad para 
transiciones ascendentes y descendentes presentan un buen ajuste en los histogramas a un 
comportamiento de tipo exponencial. 
Como una primera aproximación a este tema analizamos el efecto de la escala musical en una 
composición.  Debido a la forma en que se encuentra construida la escala temperada, la distancia 
entre las  diferencias   
    
  no es igual para distintos pares de frecuencias en la escala, lo que 
produce que para un Bin cerca de 0 existan más diferencias de cuadrados que para un Bin alejado 
de cero, la Figura 37 ilustra este fenómeno.  
 
Figura 37: Número de transiciones    
    
  en los diferentes Bins de un mismo ancho. 
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Para explorar la contribución de este efecto en nuestras líneas melódicas, optamos por suponer 
que éste proviene de tomar todos los posibles valores   
    
   que se podrían formar a partir del 
ámbito de la línea melódica en consideración. 
Las Figuras 38 y 39 comparan este efecto con las líneas melódicas reales para el caso del violín 1 
del Concierto Brandemburgués No. 3  BWV 1048 de J.S. Bach y para la Suite 1 de Cello de J.S. Bach. 
Se nota que el efecto de la escala temperada contribuye a la distribución medida de la línea 
melódica pero no explica los resultados observados. Aunque en este punto sólo hemos mostrado 
dos líneas melódicas, más adelante veremos que la existencia de ligaduras asociadas a 
propiedades de una melodía con multiplicadores de Lagrange no nulos, significa que este efecto 
no puede explicar por sí solo los resultados observados. Interpretamos la contribución de la escala 
temperada como procedente de sus propiedades de consonancia y nuestra hipótesis es que la 
diferencia entre ambas distribuciones debe estar relacionada tanto con reglas formales de 
composición como con la creatividad del compositor, ambas características relevantes para 
obtener líneas melódicas agradables. 
 
 
 
Figura 38: Comparación entre el efecto debido a la escala temperada y la distribución de probabilidad del violín 1 del 
Concierto Brandemburgués No. 3  BWV 1048 de J.S. Bach. 
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Figura 39: Comparación entre el efecto debido a la escala temperada y la distribución de probabilidad de la Suite 1 de 
Cello de J.S. Bach. 
Hasta acá hemos explicado la existencia de una distribución que resulta como consecuencia del 
uso de la escala temperada igual de 12 sonidos, y que de ahora en adelante llamaremos factor de 
escala, sin embargo es importante comprender a qué tipo de línea melódica corresponde esta 
distribución.  
Naturalmente, la distribución que resulta del uso de la escala temperada es la misma que surge de 
una selección al azar sobre todas las transiciones posibles que permita el ámbito de una línea 
melódica. Sin embargo no es claro que una distribución aleatoria sobre las transiciones 
corresponda con una línea melódica que en música sería natural definir como aleatoria, la razón es 
que en las líneas melódicas reales (obviando los silencios) la frecuencia fundamental final de una 
transición corresponde con el inicio de la otra, esto es, si tenemos dos transiciones sucesivas: 
    
    
   y      
     
   ,se tiene que       , por tanto no es claro que con esta distribución de 
probabilidad sobre las transiciones sea posible construir una línea melódica aleatoria en las alturas 
sin considerar una gran cantidad de silencios.    
Para abordar este problema construimos una melodía aleatoria sobre las alturas (sin considerar 
silencios) y la comparamos con la distribución de probabilidad sobre las transiciones     para un 
número de transiciones del mismo orden de una línea melódica real larga (se consideraron 9999 
transiciones).  
La Figura 40 muestra que la línea melódica aleatoria sobre las alturas genera una distribución de 
probabilidad sobre las transiciones muy similar a la generada por el factor de escala. 
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Figura 40: Comparación entre una melodía aleatoria y el factor de la escala temperada. Se han usado 10000 
transiciones para la melodía aleatoria y el ancho de Bin  de           siguiendo  el criterio de Sturges. El ámbito de 
la melodía aleatoria se tomó igual al de la Suite 1 de Cello de J.S. Bach (65.406 Hz – 391.995 Hz). 
Debido a que las líneas melódicas analizadas en este trabajo no son aleatorias (es música tonal por 
lo que existe preferencia por ciertas frecuencias sobre otras [34]),  existe una diferencia entre las 
distribuciones estudiadas y aleatorias. 
Es deseable medir esta “distancia” entre distribuciones de líneas melódicas reales y aleatorias para 
tener una idea del grado de aleatoriedad de una melodía real analizada.  
7.2 Minimización de la entropía cruzada  
Un concepto matemático  que puede ser utilizado para comparar dos distribuciones es el de 
Divergencia de Kullback–Leibler    o entropía cruzada [41] 
           
  
  
         
 
   
 (76) 
 
donde    es la distribución a priori con la que se desea comparar y    es la distribución a 
posteriori a comparar. En nuestro caso, tomaremos una distribución de una melodía aleatoria 
como a priori (  ) y una melódica encontrada en música real como a posteriori (  ). 
Debido a que todas nuestras líneas melódicas están en diferentes anchos de Bin, no es claro que la 
entropía relativa pueda ser utilizada para comparar el nivel de orden de diferentes líneas 
melódicas, sin embargo lo que sí podemos hacer es tomar la hipótesis de que lo que busca el 
compositor es generar una línea melódica  que tenga la mayor riqueza en cuanto a la combinación 
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de sonidos (entendida como la relación entre las alturas de una melodía y en este trabajo 
aproximada a alturas sucesivas) manteniendo un conjunto de propiedades básicas de una melodía. 
Lo anterior puede ser traducido matemáticamente como la minimización de la divergencia de 
Kullback–Leibler, es decir aproximarnos lo más posible a una distribución aleatoria en las 
transiciones (y por ende en las alturas (Figura37)),  bajo ligaduras que expresen características 
básicas de una melodía. Debido a que las distribuciones encontradas experimentalmente se 
encuentran sobre una cantidad relacionada con las diferencias de energía acústica por ciclo entre 
notas sucesivas, una pregunta interesante es si, en analogía con lo que sucede en física con la 
conservación de la energía, una conservación sobre las diferencias de energía (por tanto sobre una 
cantidad con unidades de energía) refleja características de una melodía. Como la conservación la 
estaríamos llevando a cabo sobre diferencias de energía, éstas pueden ser tanto positivas como 
negativas, lo que nos sugiere pensar en dos cantidades conservadas, una asociada con las 
diferencias de energía mismas, la cual nos daría una idea de la “anisotropía” entre transiciones 
ascendentes y descendentes, y la otra con el valor absoluto de las diferencias de energía, la cual 
revelaría la magnitud promedio de las transiciones. A continuación mostraremos la relación que 
existe entre estas cantidades conservadas y algunas propiedades de las melodías. 
Una característica básica de una melodía es el balance [11], el cual se refiere a la compensación 
entre saltos ascendentes y descendentes que se genera en la secuencia de alturas de una melodía. 
Dada la característica de que la frecuencia fundamental final de una transición corresponde con el 
inicio de la otra transición, la cantidad: 
     
    
            
    
  
 
 
 
   
         (77) 
 
sólo depende de los extremos de cada uno de las segmentos separados por silencios que 
componen la línea melódica. Suponiendo que cada uno de estos segmentos puede ser tratado 
como una melodía, el valor promedio nos da información sobre el balance promedio de la línea 
melódica. 
Cabe mencionar que    hace referencia a la probabilidad de encontrar la transición    
    
  
 
 y 
  el número total de transiciones de la línea melódica. 
Dado que en nuestro caso no podemos estudiar las distribuciones de probabilidad punto a punto 
sino utilizando Bins, la mejor estimación que podemos hacer de (77) es 
    
            
   
 
   
           
 
(78) 
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Por otra parte, asumiendo que es posible cuantificar la consonancia tonal de líneas melódicas 
(suponiendo que existen unas más consonantes que otras) a partir del promedio de la consonancia 
tonal de transiciones sucesivas, la cantidad  
     
    
            
    
  
 
 
 
   
           (79) 
la podemos reescribir utilizando la ecuación (70) como 
     
    
    
 
 
               
         
          
 
   
 (80) 
 
con  el número total de transiciones,    el número de transiciones con un mismo valor de 
       
  ,   =                     la longitud del intervalos musical (medido en semitonos) 
que se forma entre las frecuencias    y   . 
Ahora, aprovechando que existen varios valores de        
  que tienen la misma longitud   de 
intervalo musical, es posible factorizar por un mismo intervalo musical y llegar a expresar 
    
    
    como sigue 
 
    
    
    
 
 
   
           
       
 
   
 
 
(81) 
donde   es el número total de intervalos musicales de diferente longitud       hace referencia al 
número de intervalos de longitud    y         
    al valor esperado de la cantidad        
  
sobre un mismo intervalo musical de longitud    . 
Dada la definición de varianza [42]  
 
  
          
              
      
 
 
(82) 
podemos reemplazar (82) en (81) e introducir el número total de partículas  para obtener la 
probabilidad de encontrar un intervalo musical de determinada longitud, obteniendo 
 
    
    
          
    
            
  
 
   
       
   
        
 
 
   
          
 
 
   
 
 
      
   
       
           
     
 
(83) 
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donde se nota la dependencia con dos valores esperados, uno asociado con el promedio de 
inversos de longitud de los intervalos musicales (b   ) pesados a partir de la dispersión de cada 
uno en el registro (medida en términos de la varianza), y el otro asociado con el promedio de 
inversos de longitud de los intervalos musicales pesados a partir del valor promedio que tome la 
diferencia de frecuencias para un mismo intervalo musical, al cuadrado. Cabe mencionar que en 
(83) se ha usado la ecuación (82) para el caso del valor absoluto de las diferencias de frecuencias, 
esto lo hicimos con el ánimo de que el promedio de las diferencias de frecuencias se pueda 
relacionar con un promedio de consonancia tonal, como veremos a continuación.  
Dado que Plump y Level [25] reportaron en tonos complejos, para cada intervalo musical por 
aparte, que la forma en que depende la consonancia tonal con la frecuencia fundamental a partir 
de la cual se construye el intervalo es una función bien comportada y en general monótona 
creciente, y como la cantidad          aumenta con la frecuencia fundamental a partir de la cual 
se construye un mismo intervalo (debido a la afinación temperada, justa o pitagórica), es de 
esperar de nuevo una relación monótona creciente entre la consonancia tonal y la cantidad 
       . Dada la función que relaciona consonancia tonal y diferencia de frecuencias para un 
mismo intervalo musical, existen métodos estadísticos que relacionan la esperanza matemática de 
la función         con la esperanza matemática de la función consonancia tonal [43; 44], con lo 
que tenemos que la cantidad           
   depende de la consonancia tonal promedio de cada uno 
de los intervalos musicales usados en la línea melódica.  
De la anterior discusión podemos concluir que la relación (83) muestra que el valor esperado 
    
    
    tiene información del tanto del uso promedio de los intervalos a través del registro así 
como del promedio de intervalos musicales pesados a partir de su consonancia tonal promedio.  
Explicado esto y dado que en nuestro caso no podemos estudiar las distribuciones de probabilidad 
punto a punto sino utilizando Bins, la mejor estimación que podemos hacer de (79) es 
     
              
    
 
   
              
 
(84) 
la cual es una segunda ligadura relacionada con la consonancia tonal promedio de la línea 
melódica.   
Una forma de resolver el problema de minimización de la Divergencia de Kullback–Leibler       
bajo las ligaduras (78) y (84) junto con la condición de normalización 
      
 
   
               
 
(85) 
es utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange (de forma similar a como se hace en el 
conjunto canónico), donde consideramos que estas tres ligaduras contienen la información más 
relevante sobre balance, uso de intervalos y  consonancia tonal en líneas melódicas. 
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La solución de este problema [45; 46], nos lleva a que la distribución    que minimiza la entropía 
cruzada bajo estas tres ligaduras es de la forma 
       
         
        
                 
 
(86) 
donde    hace referencia a la probabilidad de encontrar una transición dentro del Bin    
 . 
En este punto es importante recordar que de la distribución a priori        es la generada a partir 
del ámbito de la línea melódica. 
Ahora, haciendo uso de la condición de normalización tenemos que 
 
             
 
     
      
        
       
 
 
(87) 
Entonces, reemplazando (87) en (86) tenemos 
    
   
      
        
   
     
      
        
       
     
 
(88) 
 
donde los valores    y    pueden ser ajustados para que reproduzcan los observables 
experimentales                 de la forma 
 
               
   
 
   
  
 
   
   
      
        
   
     
      
        
       
      
   
 
   
           
 
(89) 
y 
 
                  
    
 
   
  
 
   
   
      
        
   
     
      
        
       
       
    
 
   
            
 
(90) 
Para hallar los multiplicadores de Lagrange    y    se hace uso del valor   
   y  del valor 
        , los cuales se calculan a partir de cada distribución. Como valor representativo de cada 
Bin se toma el valor medio de los extremos de éste     
  , sin embargo debido a que las 
diferencias   
    
  no están distribuidas homogéneamente, el valor medio del Bin podría no ser 
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cercano al promedio de las diferencias   
    
  dentro del Bin. Para abordar este problema en un 
ejemplo, observaremos el efecto que tiene en el caso de la melodía aleatoria cuya distribución es 
presentada en la Figura 40 (con un ancho de Bin de 11242 Hz2). La Figura 41 muestra que el 
promedio aritmético de los extremos de cada uno de los Bins presenta una relación lineal con el 
promedio de todas las posibles transiciones que caben dentro de cada Bin, además de que la 
pendiente de la recta es muy cercana a uno (parámetro “B” en la Figura 41) y de que el punto de 
corte (parámetro “A” en la Figura 41) es prácticamente cero, lo que nos dice que el promedio 
aritmético de los extremos del Bin es un número representativo de los estados que caben dentro 
de ese Bin.   
 
Figura 41: Relación entre el promedio aritmético de los extremos del Bin y el promedio de todas las posibles 
transiciones que caben dentro de cada Bin. El ancho de Bin es de 11142 Hz
2
 (igual que para la melodía aleatoria). “A” 
representa el punto de corte y “B” la pendiente. 
Asumiendo que el anterior comportamiento se puede generalizar en buena medida para el caso 
todos los histogramas analizados, tenemos una forma de relacionar el promedio aritmético de los 
extremos de cada Bin     
   con los estados   
    
  que caben dentro de ese Bin, lo que nos 
permite entender el significado de las cantidades       y        que se han tomado como 
conservadas en el modelo y de las cuales solo habíamos dicho que eran las mejores estimaciones 
que podíamos hacer de las cantidades     
    
    y     
    
   .  Para una discusión más amplia 
sobre la información que contienen las cantidades      y        proponemos ver los 
Anexos: Sección A.6.   
7.3 Resultados del modelo  
Se supuso que valores de multiplicadores de Lagrange que reprodujeran con menos de un 1.0% de 
porcentaje de error los observables experimentales eran aceptables. Las Tablas 22, 23 y 24 
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muestran los observables experimentales y los generados por medio de los multiplicadores de 
Lagrange para el caso de las diferentes líneas melódicas. 
Tabla 22: Observables experimentales (reales) junto con los generados a partir de los multiplicadores de Lagrange 
      (modelo) para el caso de la Misa Dixit María. Los observables generados por los multiplicadores de Lagrange se 
denotan por una (‘) y  su porcentaje de error con respecto a los observables reales se muestra en las columnas de 
Error. 
Tabla 23: Observables experimentales (reales) junto con los generados a partir de los multiplicadores de Lagrange 
      (modelo) para el caso de diferentes obras o fragmentos. Los observables generados por los multiplicadores de 
Lagrange se denotan por una (‘) y  su porcentaje de error con respecto a los observables reales se muestra en las 
columnas de Error. 
Tabla 24: Observables experimentales (reales) junto con los generados a partir de los multiplicadores de Lagrange 
      (modelo) para el caso del Concierto Brandemburgués No. 3 BWV 1048 de J.S. Bach. Los observables generados 
por los multiplicadores de Lagrange se denotan por una (‘) y  su porcentaje de error con respecto a los observables 
reales se muestra en las columnas de Error. 
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A partir de los valores de los multiplicadores de Lagrange se generaron las distribuciones de 
probabilidad teóricas, las cuales se compararon con las obtenidas experimentalmente. Las Figuras 
42, 43, 44 y 45 muestran algunas de las distribuciones de líneas melódicas reales comparadas con 
las generadas por el modelo, mientras que las Tablas 25, 26 y 27 presentan los parámetros de 
ajuste de las distribuciones encontradas por el modelo junto con el porcentaje de error con 
respecto a los parámetros encontrados experimentalmente para todas las obras o fragmentos 
analizados. 
 
Figura 42: Comparación entre la distribución correspondiente al Violín 1 del Concierto Brandemburgués No. 3 BWV 
1048 de J.S. Bach y la distribución generada por el modelo. 
 
Figura 43: Comparación entre la distribución correspondiente a la Suite 1 de Cello de J.S. Bach y la distribución 
generada por el modelo. 
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Figura 44: Comparación entre la distribución correspondiente a la Suite 2 de Cello de J.S. Bach y la distribución  
generada por el modelo. 
 
 
Figura 45: Comparación entre la distribución correspondiente a la línea melódica de la sonata KV 545 de Mozart y la 
distribución generada por el modelo. 
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Tabla 25: Ajuste de las distribuciones generadas por el modelo mecánico estadístico a partir del ámbito de cada línea 
melódica para el caso de la Misa Dixit María. Se nota un muy buen ajuste a un comportamiento exponencial tanto 
para transiciones ascendentes como descendentes. Se reporta el porcentaje de error con respecto a los ajustes de las 
líneas melódicas reales.  
 
 
Tabla 26: Ajuste de las distribuciones generadas por el modelo mecánico estadístico a partir del ámbito de cada línea 
melódica para el caso de la Misa Dixit María. Se nota un muy buen ajuste a un comportamiento exponencial tanto 
para transiciones ascendentes como descendentes. Se reporta el porcentaje de error con respecto a los ajustes de las 
líneas melódicas reales. 
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Tabla 27: Ajuste de las distribuciones generadas por el modelo mecánico estadístico a partir del ámbito de cada línea 
melódica para el Concierto Brandemburgués No. 3 BWV 1048 de J.S. Bach. Se nota un muy buen ajuste a un 
comportamiento exponencial tanto para transiciones ascendentes como descendentes. Se reporta además el 
porcentaje de error con respecto a los ajustes de las líneas melódicas reales. 
Analizando las Tablas 22, 23 y 24 nos damos cuenta que el multiplicador de Lagrange   (asociado 
al observable     ) resulta siempre menor en orden de magnitud  (entre uno y tres órdenes) 
en comparación al multiplicador de Lagrange     (asociado al observable    
   )  para cada 
una de las líneas melódicas. Por otra parte, apreciando las Figuras 42, 43, 44 y 45 y observando los 
porcentajes de error de las Tablas 25, 26 y 27, los cuales dan un promedio entre todas las obras o 
fragmentos analizados de 16.0% en la medida de la amplitud (A) y un 18.3 % en la medida del 
coeficiente de decaimiento (t), encontramos que con sólo tres ligaduras nos hemos acercado 
considerablemente al problema de elección de alturas sucesivas en una línea melódica real. 
7.4 Distinguibilidad 
Si tenemos    partículas distinguibles y queremos colocarlas en i celdas, cada una con    
partículas, el número de formas diferentes en que podemos hacerlo viene dado por [47]: 
     
  
  
   
     
 
 (91) 
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donde    hace referencia a la degeneración de la celda i.  
Tomando el límite asintótico (     para el caso sin degeneración, podemos encontrar la 
entropía de Shannon    de la siguiente manera [48]: 
 
       
   
 
 
         
   
 
 
      
 
   
 
   
                    
(92) 
 
Así mismo, la función     cuyo límite asintótico genera la divergencia de Kullback–Leibler    viene 
dada por [48]: 
      
 
 
  
   
     , (93) 
 
es decir 
 
        
   
 
 
          
   
 
 
      
  
  
   
 
   
 
         
  
  
   , 
(94) 
 
donde    hace referencia a la distribución a priori, la cual se puede relacionar con la degeneración 
   por medio de [48]: 
 
 
    
  
   
 
   
  
  
 
           (95) 
 
lo que indica que nuestra distribución a priori    es el resultado de la degeneración de los valores 
  
    
  dentro de cada uno de los Bins, lo cual se observa de la Figura 40. 
Por otra parte, si tomamos un gas de Boltzmann (considerando la degeneración   ), el número de 
partículas en el estado    con energía    viene dado por [49] 
       
           
 
(96) 
donde   es el multiplicador de la Lagrange asociado a la condición de normalización y   el 
asociado a la conservación de la energía. 
Por lo tanto la probabilidad de encontrar una partícula en el estado   viene dada por 
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          (97) 
 
donde en la última igualdad de la ecuación (97) se ha hecho uso de la condición de normalización. 
Cuando resolvimos el problema de minimización de la entropía cruzado, llegamos a que la 
probabilidad de encontrar una transición viene dada por (88), dado que se encontró 
experimentalmente que el orden de magnitud del multiplicar de Lagrange    es menor que el de 
del multiplicador   , para fines de entender la distinguibilidad podemos hacer la aproximación 
 
 
     
       
    
                   
            
                   
             
     ,  (98) 
 
con lo que la ecuación (88) queda como 
    
   
      
   
        
          
       
    
(99) 
la cual tiene una forma funcional similar a la que se obtiene para las distribuciones de riqueza en 
econofísica (55).  Ahora, si en (97) multiplicamos y dividimos por la suma de las degeneraciones (  
en la ecuación (95)) tenemos: 
    
  
  
    
  
  
  
         
 
   
    
          
 
   
     
    
(100)  
Comparando (99) y (100) se nota la analogía que existe entre el parámetro     y el parámetro  , 
que en física está relacionado con la temperatura, desde este punto de vista las líneas melódicas 
con ámbitos en registros más altos tendrían mayor “temperatura” que las de ámbitos en registros 
más bajos, Tablas 19, 20 y 21. 
Por otra parte, para obtener la distribución de Boltzmann se ha supuesto un conteo 
correspondiente a partículas distinguibles, dada la analogía entre (99) y (100) la pregunta 
inmediata es: ¿con qué característica de la música está relacionada la distinguibilidad? La anterior 
pregunta puede ser reformulada de la siguiente manera: ¿cómo podemos rotular nuestras 
transiciones para que se distingan una de otra? Debido a que cada transición se oye en un 
determinado instante de tiempo, es posible rotularlas por el orden en que se oyeron. Así las cosas 
la distinguibilidad en música está relacionada con el orden cronológico. 
Como ejemplo de lo anterior la Figura 46 esquematiza una línea melódica de 4 transiciones, cada 
una de las cuales puede tomar diferentes valores           Si las transiciones fueran 
indistinguibles, las líneas melódicas encerradas en rojo y en verde serían la misma, sin embrago 
son diferentes por el orden cronológico en que suenan las transiciones. 
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Figura 46: Línea melódica de cuatro transiciones, cada una de las transiciones puede tomar los valores         . Las 
transiciones han sido rotuladas según el orden cronológico en que suenan (1,2,3,4). Se nota que las transiciones 
tienen que ser distinguibles para que se cumpla que las líneas melódicas en rojo y en verde sean diferentes. 
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Capítulo 8 
Conclusiones  
Esta tesis contiene dos conjuntos de resultados. En la primera parte exploramos la aplicación del 
análisis de redes para identificar estructuras en la música y la perspectiva de las redes complejas 
para explorar aspectos topológicos de redes correspondientes a obras musicales. Encontramos 
que es posible definir relaciones que permiten, a partir de teoremas de clusterización para grafos 
signados, ver cómo subgrupos de elementos escalas musicales, acordes disminuidos y acordes por 
segundas mayores. Estas son estructuras elementales para la construcción de piezas musicales. 
Al analizar líneas melódicas a partir del formalismo de redes, tomando como nodos a los tonos 
musicales y como vínculo la transición entre tonos sucesivos, encontramos que los puntos de 
corte, por estar relacionados con nodos a los que llega un vínculo pero de los cuales no sale 
ninguno, tienen una estrecha relación con los silencios presentes en una línea melódica , además 
las triadas que presentan el mayor peso entre los tipos que conectan tres nodos son las 
correspondientes a una línea directa, lo cual es muy lógico para el caso de una melodía. Debido  a 
que el nivel de reciprocidad resultó ser bajo para las obras analizadas, fue necesario realizar un 
tratamiento con vínculos dirigidos, lo que es evidente en los ajustes de las distribuciones de grado, 
ya que distribuciones descritas según el grado de entrada (in) y el grado de salida (out) presentan 
mejores ajustes que distribuciones que no distinguen esta propiedad. Las distribuciones de grado 
ajustan a leyes de potencia, independientemente de que se consideren o no entre los nodos a los 
silencios con duraciones menores o iguales a un compás. 
En cuanto a la aplicación del análisis de redes para analizar armonía, se encontró que en obras con 
un pulso armónico de compás y pocas notas de adorno, con la elección de los tonos como nodos y 
de la relación entre nodos según pertenezcan o no a un mismo compás, los cliques de tamaño tal 
que reflejen el número de notas promedio por compás son útiles para determinar la estructura de 
los acordes sobre la que se encuentra construida la obra. En nuestro caso, el Preludio Nº1 del Libro 
1 de J.S. Bach tiene cliques que muestran una estructura de acordes por terceras. De otra parte, en 
el caso de este Preludio, los tres nodos con mayor grado nodal sirvieron para determinar la 
tonalidad de la obra, pues si se organizaba por terceras a las alturas que representaban estos 
nodos, se conformaba el acorde de tónica (Do mayor).   
La segunda parte desarrolla un modelo, basado en las propiedades de consonancia entre pares de 
alturas sucesivas, para explicar en alguna medida las distribuciones de tipo exponencial 
encontradas experimentalmente. Para caracterizar dichas transiciones entre alturas sucesivas se 
usó la diferencia de los cuadrados de las frecuencias fundamentales entre la última altura que 
 
 
102 
 
sonó y la anterior. Dicha elección está justificada mediante el concepto de consonancia tonal y nos 
permitió ver que la manera como están afinadas las escalas justa y pitagórica hace que la 
diferencia de dos frecuencias, pertenecientes a esta escala, esté relacionada con su suma 
mediante una función que depende de la longitud del intervalo musical formado por ambas 
alturas. Dicha función resultó seguir, para intervalos menores o iguales a 36 semitonos, una ley de 
potencias y para intervalos mayores (hasta un máximo de 87 semitonos) una función exponencial. 
Planteamos un modelo mecánico estadístico basado en la minimización de la entropía cruzada, el 
cual nos permitió generar distribuciones de probabilidad sobre las diferencias de los cuadrados de 
las frecuencias de alturas sucesivas, a partir de dos observables y la condición de normalización. 
Las distribuciones generadas por el modelo ajustan a las distribuciones encontradas 
experimentalmente con un error porcentual promedio de 16.0% en la medida de la amplitud y de 
18.3 % en la medida del coeficiente de decaimiento. 
Por último, encontramos que la diferencia de densidad de energía acústica promedio transportada 
por las frecuencias fundamentales asociadas a cada uno de los elementos de la escala temperada, 
tomando igual amplitud para todos ellos, está relacionada con la consonancia tonal y con la 
longitud de los intervalos musicales. Sobre esta cantidad definimos las cantidades que se tomaron 
como invariantes para la minimización de la entropía cruzada, lo que evidencia una analogía muy 
fuerte entre la conservación de la energía en física y la conservación de cantidades psicoacústicas 
asociadas a la consonancia de intervalos musicales que tienen la misma forma funcional que la 
energía transportada por las ondas sonoras. También se encontró que el orden cronológico de 
pares de alturas sucesivas permite distinguir una transición de pares de alturas de otra y lleva a 
que la estadística de estas transiciones pueda ser asociada con la mecánica estadística de 
partículas distinguibles.  
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Capítulo 9 
Anexos 
 
A.1 Objetivos del proyecto de tesis 
Objetivo general 
Aplicar herramientas conceptuales y analíticas del análisis de redes y de la mecánica estadística 
para caracterizar obras o fragmentos de música clásica. Se identificarán estructuras elementales 
utilizando teoría de grafos y cantidades cuyas distribuciones puedan ser analizadas e interpretadas 
desde la mecánica estadística. 
Objetivos específicos 
1. Construcción de representaciones relacionales para obras o fragmentos de música clásica 
que permitan aplicar la teoría de grafos. 
2. Identificar estructuras elementales asociadas a la armonía y a la melodía en obras o 
fragmentos de música clásica utilizando el análisis de redes. 
3. Aplicar el formalismo de las redes complejas para caracterizar obras o fragmentos de 
música clásica según las distribuciones estadísticas asociadas a propiedades de 
conectividad de las redes. 
4. Identificar cantidades que permitan aplicar herramientas de la mecánica estadística en 
obras o fragmentos de música clásica para caracterizarlas, dando una interpretación del 
equivalente en música de los conceptos de partícula, energía, temperatura, entropía y las 
cantidades termodinámicas relevantes.  
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A.2 Generación del concepto de intervalo 
musical medido en semitonos 
 
La Figura 47 muestra un piano al que se la ha asociado por cada tecla un número dentro de la 
octava. 
 
 
Figura 47: Asignación de un número a cada tecla de un piano para una octava. 
 
 
Si deseamos conocer la distancia en semitonos entre dos alturas, simplemente tomamos el valor 
absoluto de la diferencia de los número asociados a las mismas. Así las cosas, el intervalo musical 
que se forma entre las notas Do (número 1) y Sol (número 8) será el mismo que se forma entre las 
notas Re (número 3) y La (número 10), pues el valor absoluto de la resta de estos números  da 
siempre 7, es decir el número de semitonos de una quinta justa. Si quisiéramos trasladar el 
concepto de intervalo musical medido en semitonos al caso melódico, con el ánimo de distinguir 
entre intervalos ascendentes y descendentes, obviaríamos el valor absoluto y utilizaríamos el signo 
para determinar si el intervalo es ascendente o descendente, de esta manera, si tocamos primero 
un Do y luego un Sol, la resta del número asociado a la última altura menos el de la primera seria 
7, mientras que si primero tocamos un Sol y luego un Do, la resta del número de la última altura 
tocada menos el de la primera seria -7. Así las cosas el signo (+) serviría para designar los 
intervalos ascendentes y el signo (-) para designar los intervalos descendentes. 
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A.3 Relación entre el coeficiente de 
determinación y los puntos de partición  
En el Capítulo 5, Sección 5.1, ajustamos una ley de potencias de 1 a 36 semitonos para la relación 
entre las cantidades             y la longitud del intervalo musical  , es decir encontramos 
una relación de la forma:                   .  Para 37 semitonos en adelante (hasta un 
máximo de 87) encontramos que el mejor ajusta correspondía a una relación exponencial de la 
forma:                          
En esa sección optamos por tomar a los 36 semitonos como punto para separar las dos tendencias 
argumentando que, separando en este punto, encontramos el mejor promedio entre el 
coeficiente de determinación de la ley de potencias y el de la exponencial. 
La Tabla 28 muestra explícitamente los coeficientes de determinación de la ley de potencias, de la 
exponencial y del promedio entre ambos, dependiendo del punto de separación (longitud del 
intervalo medida en semitonos). En esta tabla, los puntos de separación también hacen referencia 
al número de puntos que se han tenido en cuenta para el ajuste a una ley de potencias 
comenzando desde el intervalo más pequeño, por ejemplo, el punto de separación 24 tiene en 
cuenta el ajuste a una ley de potencias de los intervalos musicales de 1 a 24 y a una exponencial 
de los intervalos de 25 a 87. Cabe mencionar que el punto de separación 0 no significa que se haya 
tenido en cuenta el intervalo de longitud 0 en el ajuste (unísono), solo significa que se han tenido 
en cuenta 0 puntos en el ajuste a una ley de potencias y por lo tanto 87 puntos en el ajuste a una 
exponencial.  
En la Tabla 28 se nota que el valor máximo que toma el promedio de los dos coeficientes de 
determinación se logra en dos puntos (resaltados con amarillo), el primero toma en cuenta el 
ajuste de una ley de potencias para los intervalos de 1 a 35 semitonos y de una exponencial para 
los intervalos de 36 a 87 semitonos. El segundo toma en cuenta el ajuste a una ley de potencias 
para los intervalos de 1 a 36 semitonos y a una exponencial para intervalos de 37 a 87 semitonos. 
Se le ha dado prevalencia al segundo punto sobre el primero ya que para ambos puntos el 
coeficiente de determinación que corresponde a la exponencial tiene en cuenta más puntos que el 
que corresponde a la ley de potencias, y como el     de la exponencial es más grande tomando la 
partición en el segundo punto, se prefiere esta elección. 
Cabe mencionar que el ajuste de todos los puntos a una ley de potencias es bastante bueno 
(           , sin embargo hemos querido hacer el análisis lo más detallado posible.   
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Tabla 28: Coeficientes de determinación para la ley de potencias, la exponencial y para el promedio entre ambos. Se 
muestran resaltados en amarillo los puntos donde el coeficiente de determinación promedio tiene un valor máximo. 
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A.4 Relación entre la suma y la diferencia de 
frecuencias en la escala pitagórica 
En la sección 5.1 encontramos que, para la afinación justa, los intervalos que van desde 1 hasta 36 
semitonos presentan una relación entre la cantidad             y la longitud del intervalo 
musical   de la forma:                    con                      
                 y un ajuste dado por             En cuanto a los intervalos de 37 a 87 
semitonos, éstos siguen una relación de tipo exponencial de la forma:               
          con                                                         y 
un ajuste dado por           .  
En esta sección se muestra que la partición en 36 semitonos también es útil en el caso de la escala 
pitagórica. La Figura 48 muestra la ley de potencias que se forma de 1 a 36 semitonos entre la 
cantidad             y la longitud del intervalo musical   junto con el coeficiente de 
determinación del ajuste   . El coeficiente de determinación            es un poco menor al 
encontrado para el caso de la escala justa, aunque éste sigue siendo bastante bueno. 
 
 
Figura 48: Relación que existe entre la cantidad             y la longitud del intervalo musical ( ) medido en 
semitonos para intervalos de hasta tres octavas (36 semitonos) para el caso de la escala pitagórica. Se sigue una ley de 
potencias de la forma                      
 
La Figura 49 muestra la relación  entre la cantidad             y la longitud del intervalo 
musical   para intervalos entre 37 y 87 semitonos.  
 
 
108 
 
 
Figura 49: Relación que existe entre la cantidad             y la longitud del intervalo musical ( ) medido en 
semitonos para intervalos desde 37 semitonos hasta 87 para el caso de la escala pitagórica. Se sigue una ley de 
exponencial de la forma                        . 
Para este caso, el coeficiente de determinación            es un poco mayor al encontrado en 
el caso de la escala justa. 
De los coeficientes de determinación mostrados en las Figuras 48 y 49 se puede inferir que los 
ajustes a una ley de potencias y una exponencial se siguen manteniendo para el caso de la escala 
pitagórica al hacer una partición en 36 semitonos.  
A.5 Densidad de energía acústica por ciclo  
Considérese una masa fija de gas, la cual se encuentra a una presión    ocupando un volumen    
con una densidad   .  Estos son los estados de equilibrio de un gas el cual es perturbado por 
ondas de sonido. Bajo la influencia de estas ondas, los valore en equilibrio cambian a 
                  
 
(101)  
                  
 
(102)  
                      
 
(103)  
donde tomamos     como la amplitud máxima de presión de la onda de sonido, siendo   una 
componente alternante superpuesta a la presión del gas en equilibrio   . 
La fracción de cambio en el volumen es llamada dilatación ( ) y la fracción de cambió en la 
densidad condensación ( ), esto es 
   
 
  
 (104)  
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(105)  
El orden de magnitud de las cantidades   y   para ondas sonoras ordinarias es de     , y el de    
de           [28]. 
A menudo se utiliza la aproximación 
      
 
(106)  
la cual es muy cercana a la realidad. [28]. 
De otra parte, las propiedades elásticas del gas se definen en términos del módulo de elasticidad 
( ) 
     
  
  
 
 
(107)  
Ya que los procesos de compresión y rarefacción durante la propagación del sonido en gases son 
muy rápidos en comparación con la difusión térmica [50], el proceso puede ser considerado 
adiabático, de tal manera que podemos relacionar el módulo de elasticidad adiabático    con la 
dilatación y la condensación por medio de 
              
 
(108)  
A continuación deduciremos la densidad de energía acústica por ciclo para el caso de una onda de 
sonido que se propaga en una dimensión, se puede demostrar que el resultado que obtendremos 
es similar para el caso de tres dimensiones [50]. 
Consideremos un elemento de gas de volumen    (que sería el análogo a    , el cual sufre un 
desplazamiento        y se expande en una cantidad              bajo la influencia de una 
diferencia de presión              (Figura 50). 
 
 
110 
 
 
Figura 50: Representación de un elemento de volumen    que esta siendo perturbado por una diferencia de presión  
[28]. 
Dado lo anterior, la dilatación queda escrita como: 
   
 
  
 = 
  
   
 
         
  
 
  
  
 (109)  
 
Por otro lado, podemos escribir la diferencia de presiones entre              como: 
 
                             
 
= 
  
  
    
       
  
    
    
  
        
(110)  
 
donde se ha hecho uso de la ecuación (101108). 
Ahora, dado que el elemento de masa es:      y, debido que la aceleración de este elemento de 
masa puede ser aproximado por:            la segunda ley de Newton queda escrita como 
  
    
  
          
             (111)  
 
donde tomamos la presión en una dimensión como el módulo de la fuerza. 
Ahora, combinando la relación (108) con la (109), tenemos que: 
           
  
  
 (112)  
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de manera que 
  
    
  
   
   
   
     (113)  
 
Ahora, reemplazando (113) en (111) tenemos 
   
   
   
   
   
   
     (114)  
 
donde realizando un análisis dimensional de la cantidad 
  
  
 para el caso de 1D, tenemos que 
 
 
  
  
  
               
    
 
                         
    
 
 
 
           
         
                    
 
(115)  
Entonces, reemplazando  
  
  
  por una velocidad al cuadrado      en (89), tenemos 
  
  
   
 
 
  
   
   
 (116)  
 
cuya solución es de la forma 
       
            (117)  
 
donde    hace referencia a la amplitud máxima del movimiento, el signo (-) se usa para la 
dirección positiva de las   y el signo (+) cuando para la dirección negativa de las  . 
De (117) se desprende para la dirección positiva de las   que 
               
          (118)  
   
  
  
         (119)  
              (120)  
 
y para la dirección negativa de las  : 
               
          (121)  
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        (122)  
               (123)  
 
A.5.1 Densidad promedio de energía cinética  
Un elemento de volumen    (longitud en el caso de 1D) va a tener asociado una energía cinética 
(   ) 
     
 
 
      
  (124)  
 
donde se ha supuesto que el elemento de masa        tiene una velocidad que puede ser 
aproximada por        , y donde    depende de la posición del elemento de volumen   .  
Dado que    cambia con la porción   , podríamos entonces preguntarnos por el promedio 
de la velocidad al cuadrado (     ) sobre una región de n longitudes de onda. 
Procediendo tenemos que  
 
             
          = -              
 
                      
  
 
        
(125)  
 
donde Re se refiere a la parte real,    a la velocidad máxima y donde se ha reemplazado 
   
 
 
         (126)  
y  
   
  
 
     (127)  
 
Procediendo a tomar      , tenemos 
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      (128)  
 
donde es de notar que la dependencia con el tiempo se pierde al realizar el promedio. 
Reemplazando el resultado de (128) en (124) y tomando los diferenciales, tenemos que  
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  (129)  
 
donde se nota que la densidad de energía promedio depende de los cuadrados de la amplitud 
máxima y de la frecuencia angular. 
A.5.2 Densidad promedio de energía potencial 
Podemos encontrar la energía potencial a partir del trabajo hecho por una masa fija de gas de 
volumen    durante los cambios adiabáticos producto de la perturbación por una onda sonora. 
Este trabajo puede ser expresado como [28] 
                  (130)  
 
donde el signo menos se introduce para indicar que el cambio de la energía potencial es positivo 
tanto en la compresión como en la rarefacción [28]. 
Ahora utilizando las ecuaciones (102) sabemos que      , y de las ecuaciones (104) y (106) 
podemos inferir que 
    
 
  
           (131)  
 
Reemplazando las ecuaciones (108) y (131) en (130) tenemos que: 
 
               
  
 
  
 
 
    
     
 
 
   
 
         (132)  
 
Donde se ha  cambiado    por    y se ha hecho uso de la ecuación (106). 
Dado que   es de la forma (117), podemos redefinir    en términos del cambio de   con el 
tiempo, esto es: 
   
  
  
  
 
 
  
  
  (133)  
 
Reemplazando (133) en (132) tenemos que 
        
   
 
     
   
=
    
   
         (134)  
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donde se ha hecho uso de la relación (126). 
Ahora, a partir del análisis dimensional podemos darnos cuenta que la cantidad 
  
  
 tiene unidades 
de densidad, por lo que tenemos 
       
 
 
    
    . (135)  
 
Comparando las ecuaciones (124) y (135) nos damos cuenta que son iguales, por lo que al efectuar 
un promedio sobre una región de n longitudes de onda de forma análoga a lo hecho para la 
energía cinética llegamos a 
               
 
 
   
   
            
 
 
   
   
    (136)  
 
A.5.3 Densidad promedio de energía total  
Como la densidad  promedio de energía potencial es igual a la densidad promedio de energía  
cinética, la densidad  promedio de energía total (potencial + cinética) vendrá dada por: 
     
 
 
 
 
   
 
 =       
    (137)  
 
A.6 Información contenida por las cantidades 
conservadas medidas a partir de los Bins  
 
En el Capítulo 7 - Sección 7.2, hacemos una discusión sobre la información que tendrían las 
cantidades     
    
    y     
    
    si se analizaran en una obra real, sin embargo por las 
razones expuestas en el Capítulo 6 – Sección 6.3.1, para poder ver las distribuciones de 
probabilidad de una obra real, necesitamos usar histogramas. Cada histograma se construyó con 
un  determinado ancho de Bin siguiendo el criterio de Sturges, por tanto las mejores estimaciones 
que podíamos hacer de las cantidades     
    
    y     
    
    venían dadas por      y 
        . Como estas dos últimas cantidades fueron las que se tomaron conservadas en el 
modelo mecánico estadístico (Sección 7.2), conviene mostrar que tienen una interpretación 
similar a la hecha para las cantidades     
    
    y     
    
     pero considerando algunos 
promedios.  
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A.6.1 Información contenida por el promedio de diferencias 
de cuadrados de frecuencias    
En la Sección 7.2 relacionamos la cantidad     
    
    con el balance de una línea melódica, con 
lo que se hace referencia a la compensación entre transiciones ascendentes y descendentes. 
Asumiendo que el promedio aritmético de los extremos de cada uno de los Bins corresponde al 
promedio de todas las posibles transiciones que caben dentro de cada Bin (un ejemplo de que la 
anterior suposición funciona en un caso particular se muestra en la Figura 41), la cantidad 
      puede ser reescrita como 
    
            
   
 
   
          
    
              
 
 
 
   
              
 
(138)  
Como los Bins los tomamos simétricos respecto al cero, para cada valor positivo de     
    
              
 
 
existe uno igual pero con signo negativo y por tanto, el valor que      tome en una línea 
melódica va a depender de cómo se compensen las transiciones ascendentes y las  descendentes 
dentro de ella. Cabe mencionar que entre más pequeño sea el ancho del Bin vamos a poder medir 
con mayor precisión las transiciones.  
A.6.2 Información contenida por el promedio de valores 
absolutos de diferencias de cuadrados de frecuencias 
En la Sección 7.2 relacionamos la cantidad     
    
    con dos valores esperados, uno asociado 
con el promedio de inversos de longitud de los intervalos musicales pesados a partir de la 
dispersión de cada uno en el registro (medida en términos de la varianza), y el otro asociado con el 
promedio al cuadrado de inversos de longitud de los intervalos musicales pesados a partir del 
valor promedio que tome la diferencia de frecuencias para un mismo intervalo musical. Además, 
se dijo que un promedio de diferencia de frecuencias para un mismo intervalo musical podía ser 
relacionado con un promedio de consonancia tonal, con lo que esta cantidad tenía gran relevancia 
para entender el uso promedio de los intervalos a través del registro así como del promedio de 
intervalos musicales pesados a partir de su consonancia tonal promedio. 
Como las distribuciones de probabilidad de nuestras líneas melódicas las presentamos por medio 
de histogramas, sería interesante saber si la cantidad         tiene una interpretación similar a 
la cantidad     
    
   , para ello nos apoyamos en la suposición de que el promedio aritmético de 
los extremos de cada uno de los Bins corresponde al promedio de todas las posibles transiciones 
que caben dentro de cada Bin, es decir  
     
             
   
 
   
         
    
              
 
   
              
 
(139)  
 
 
116 
 
Ahora  vamos a escribir explícitamente el promedio de los estados accesibles de un Bin 
determinado, es decir:  
    
    
              
 
  
    
    
   
  
   
              
 
(140)  
donde     hace referencia al número de estados accesibles dentro del Bin  . 
Reemplazando la ecuación (70) en (140), tenemos: 
    
    
              
 
  
            
        
 
 
  
   
            
 
(141)  
con           la longitud del intervalo musical (medido en semitonos) que se forma entre las 
frecuencias    y   ,                y   =            . 
Ahora, cambiando la suma sobre cuadrados de diferencias de frecuencias por una suma sobre 
intervalos musicales, tenemos: 
 
   
    
              
 
  
   
         
 
  
  
 
   
            
 
(142)  
donde se ha simplificado la notación            , siendo  el número de intervalos musicales 
diferentes presentes en el Bin y donde    suma sobre todas las diferencias de frecuencias que 
formen un mismo intervalo musical  . 
Ahora, multiplicando y dividiendo por el número de intervalos de igual longitud    que haya 
dentro del Bin, tenemos: 
 
   
    
              
 
  
   
 
  
  
        
 
  
  
 
   
     
 
  
  
 
   
                                     
 
(143)  
donde                       hace referencia al promedio de cuadrados de diferencias de frecuencias 
correspondientes a un mismo intervalo musical  . 
Ahora, introduciendo la varianza presentada en (82) y haciendo uso del hecho de que         es la 
probabilidad     de encontrar un intervalo de longitud   dentro del Bin, podemos reescribir la 
ecuación (143) como: 
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(144)  
donde se ha hecho uso de la ecuación (82) para el caso del valor absoluto de las diferencias de 
frecuencias con el ánimo de relacionarla con la consonancia tonal promedio. 
Finalmente, podemos escribir (144) como 
    
    
                   
   
      
        
          
 
 
           
 
(145)  
donde hemos mostrado que a cada Bin     
    
              se le asigna un valor correspondiente a la 
suma de dos valores esperados dentro del Bin, uno asociado con el promedio de inversos de 
longitud de los intervalos musicales (b   ) pesados a partir de la dispersión de cada uno en el 
registro, y el otro asociado con el promedio de inversos de longitud de los intervalos musicales 
pesados a partir del valor promedio que tome la diferencia de frecuencias para un mismo intervalo 
musical, al cuadrado. 
Reemplazando (145) en (139), tenemos que 
     
             
   
      
        
          
 
 
  
 
 
 
   
              
 
(146)  
Donde notamos que el valor        que tome una línea melódica va a depender tanto del uso 
de intervalos musicales dentro de la línea melódica como de su consonancia tonal promedio, y que 
la precisión con la que midamos las transiciones va a aumentar a medida que el ancho del Bin 
disminuya. 
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